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KATA PENGANTAR

Dengan rasa syukur alhamdulillah, akhirnya saya dapat
menyelesaikan buku ini.

Buku ini salah satu dari buku analisis matematika yang diberi judul
pengantar analisis real, Selanjutnya dirinci menjadi dua bagian.
Bagian pertama: dimulai dari sistem bilangan real yang diawali dengan
aksioma kesamaan, aksioma field, memunculkan ketidaksamaan dari
aksioma urutan, menurunkan sifat kepadatan dari aksioma kelengkapan.
Serta beberapa konsep topologi bilangan real diantaranya dekat
dengan, neighborhood, batas atas, batas bawah suatu himpunan.
Bagian kedua: dimulai dari diklasifikasi barisan bilangan real menurut
eksistensi batasnya, arah kecenderungannya, kedudukan antar
anggotanya, serta sifat khusus lainnya, meliputi: barisan dan limit
barisan, kekonvergenan, barisan monoton, sub-barisan dan teorema
Bolzano-Weierstrass, barisan Cauchy, barisan divergen sejati dan
pengantar deret takhingga.

Buku ini terlihat sekali struktur deduktif-aksiomatika. Sehingga
mahasiswa harus mencermati lagi konsep-konsep pada mata kuliah
pengantar dasar matematika yang menjembatani matakuliah ini.

Teristimewa saya sampaikan kepada Prof. I Ketut Budayasa,
Ph.D. dan Dr. Agung Lukito, MS, yang telah banyak memberikan motivasi
dan dorongan untuk menyelesaikan buku ini, untuk itu saya ucapkan
terimakasih.

Demikian buku ini disusun semoga dapat memperluas dan
memperkaya pengetahuan kita dalam bidang matematika. Akhirnya
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BAB O
PENDAHULUAN

(Sekelumit tentang sistem bilangan real R)

Suatu sistem aljabar terbentuk, dimulai dengan adanya suatu
himpunan takkosong disertai dengan suatu operasi biner yang
membentuk groupoid. Apabila sistem ini memenuhi sifat asosiatif,
maka terbentuk semigroup. Selanjutnya, terbentuk sistem-sistem
berikutnya; seperti, monoid dan group apabila memenuhi sifat identitas
dan invers secara berturut-turut. Sistem-sistem ini hanya mengguna-
kan satu operasi biner. Namun, ada juga sistem aljabar yang
menggunakan dua operasi biner, misalnya, field. Ada dua pendekatan
dalam mengonstruksi sistem bilangan real: (1) pendekatan aksiomatik,
yaitu, mengembangkan bilangan real dari bilangan asli (hatural
numbers/positive  numbers/counting numbers/figuring numbers)
dengan mengasumsikan eksistensi R, postulat, dan sifat-sifat yang
mengklarifikasinya; (2) pendekatan konstruktif yaitu, mengembangkan
bilangan real dari bilangan rasional, bilangan rasional dari bilangan
asli; dan bilangan asli dari teori dasar himpunan. (3) pendekatan
intuitif yaitu mengembangkan bilangan real dari bilangan yang sudah
dikenal sejak duduk dibangku sekolah.

Walaupun matematika ditulis dalam banyak bahasa, seperti
Perancis, Jerman, Rusia, Cina, dan, bahasa Inggris. Namun Bahasa

matematika memiliki karakteristik khas tertentu. Bahasa matematika
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sebagian besar ditulis dalam bahasa simbol, menggunakan pernyataan
dan argumen yang didasarkan pada tata bahasa dan logika dari
pernyataan. Simbol dalam matematika bersifat universal. Sehingga
walaupun buku matematika ditulis dalam berbagai Bahasa seperti di
atas namun simbol atau istilah matematika yang digunakan relatif sama.
Ini yang memudahkan belajar matematika karena hampir setiap buku
matematika menuliskan simbol yang sama.

Pernyataan melibatkan aturan tata bahasa untuk menulis rumus
yang terbentuk dengan baik, dan untuk menyediakan argumen
matematika yang menggunakannya. Rumus yang dibentuk dengan baik
melibatkan variabel, dan operasi logis seperti konjungsi (P dan Q),
disjungsi (P atau Q atau keduanya), implikasi (P mengimplikasikan Q),
negasi (bukan P), dan pembilang 'ada’ dan 'untuk semua ', bersama-
sama, dalam hal ini dengan himpunan dan relasi.

Bilangan real telah dikenalkan pada kita sejak di bangku sekolah
dasar, bersama himpunan bilangan lainnya.
N = himpunan semua bilangan alami (=asli/natural)
Z = himpunan semua bilangan bulat
Q = himpunan semua bilangan rasional
R = himpunan semua bilangan real
C = himpunan semua bilangan kompleks
Bilangan real atau sering disebut juga bilangan nyata dalam matematika
menyatakan suatu bilangan yang dapat dibentuk menjadi desimal.

Bilangan real ini meliputi bilangan rasional yang direpresentasikan dalam
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bentuk desimal berakhir atau bentuk desimal berulang dan bilangan
irasional yang direpresentasikan dalam bentuk desimal yang tidak
berakhir dan fidak berulang. Untuk bilangan real sendiri

direpresentasikan sebagai salah satu titik pada garis bilangan.

Gambar 0.1: Garis bilangan real
Pada buku ini akan dibahas "Sistem Matematika" pada bilangan real
selanjutnya disebut sistem bilangan real.
Definisi 0.1: R adalah himpunan semua bilangan real.
Definisi 0.2: Operasi biner pada himpunan R adalah suatu fungsi o

dengan domain RxR dan range di dalam R.

kxR R

e,

@b o | o aiab)

Gambar 0.2: Operasi biner o
Operasi penjumlahan aritmetika biasa “+ ”adalah operasi biner
karena “+” merupakan fungsi yang memasangkan setiap pasangan
terurut (a,b) pada RxR dengan sebuah bilangan (a + b) di R.
Operasi perkalian aritmetika biasa "+" adalah operasi biner karena

" merupakan fungsi yang memasangkan setiap pasangan terurut (a, b)

pada RxR dengan sebuah bilangan (axb) diR.
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Contoh:

(4,5) € RxR,maka + (4,5) =9 € R

(4,5) € RxR,maka .(4,5) =20€ R

Suatu himpunan R bersama operasi “+”dan “.” berturut-turut

disebut sistem bilangan real.

Aksioma kesamaan pada bilangan real.

Jika R suatu bilangan real dan “ =" adalah relasi sama dengan maka
(K1) (VaeR).a=a

(K2) (Va,beR).a =bmakab =a

(K3) (Va,b,ceR).a =bdanb =cmakaa =c

(K4) (Va,b,c,deR).a = bdanc = dmaka a+c = b+d

(K5) (Va,b,c,deR).a = bdanc = dmaka a.c = b.d

Beberapa teorema tentang kekekalan penjumlahan dan perkalian yang
diturunkan dari relasi kesamaan.

Teorema 0.1: Dua buah bilangan real yang sama jika masing-masing
ruas ditambah dengan bilangan real yang sama maka hasilnya tetap sama
(tidak akan mengubah tanda kesamaan).

Secara simbolik dapat ditulis sebagai berikuft:

(Va,b,ceR).a = bmaka a + ¢ = b + ¢

Bukfi:

(VceR).c = ¢ (aksioma K1)
(Va,b,ceR).a = bdanc = cmaka a+c¢ = b+c (aksioma K4)

Jadi (Va,b,ceR).a = bdanc = cmaka a+c = b+c
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Teorema 0.2: (Va,b,ceR).a = b maka a.c = b.c
Dua buah bilangan real yang sama jika masing-masing ruas dikalikan
dengan bilangan real yang sama maka hasilnya tetap sama (tidak akan

mengubah tanda kesamaan)

Bukti:
(VceR).c =c¢ (aksioma K1)
(Va,b,c €R).a = bdanc = c¢maka a.c = b.c (aksioma Kb)

Jadi (Va,b,ceR).a = bdanc = cmaka a.c = b.c

Latihan O

1. Jikaa=zdanb =z maka a = b, (Va, b,z €R)
Apakah pernyataan fersebut benar? Jika benar buktikan dan jika
salah berikan contoh penyangkalnyal

2. Diketahui:

W={p/p=b+zn, untuk suatu zeN, beR}

p,q € W makap = b + z.ndan q = d + z.n, untuk suatu zeN, b, deR
Didefinisikan p = q jika dan hanya jika b = d
Apakah W juga memenuhi aksioma kesamaan? Jika ya buktikan dan

Jika tidak berikan contoh penyangkalnyal
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< blank >
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BAB I
SIFAT-SIFAT ALTABAR PADA BILANGAN REAL
Pada bab ini kita akan membahas “struktur aljabar” pada sistem
bilangan real. Operasi biner pada himpunan R dimaksudkan suatu fungsi
o dengan domain RxR dan range di dalam R. Berarti operasi biner
memasangkan pasangan terurut (a,b) dari elemen-elemen RxR dengan
elemen tunggal o(a, b) dalam R.
A. Field Dari Bilangan Real
Pada himpunan bilangan real R terdapat dua operasi biner,
dinyatakan dengan "+" dan "." dan berturut-turut disebut penjumlahan
dan perkalian. Operasi tersebut memenuhi sifat- sifat berikut.
(Al) a+ b =b + a, vabeR (sifat komutatif penjumlahan)
(A2) (a+ b)+c = a+ (b + ¢), Va,b,c eR (sifat assosiatif
penjumlahan)
(A3) Terdapat elemen 0di R sehingga 0+ a = a, ¥a eR (eksistensi
elemen nol)
(A4) Untuk setiap a € R, terdapat elemen —ae R sehinggaa + (—a) = 0
(eksistensi elemen negatif)
(M1) a.b = b.a,vVa,b eR  (sifat komutatif perkalian)
(M2) (a.b).c = a.(b.c), Va,b eR (sifat asosiatif perkalian)
(M3) Terdapat elemen 1 di R yang berbeda dengan 0 sehingga

1.a = a,Va e R (eksistensi elemen satuan di R)

(M4) Untuk setiap a # 0 di R terdapat elemen é di R sehingga
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a. 1_ 1 dan l. a = 1 (eksistensi elemen kebalikan)
a a

(D) a.(b+c)=(a.b)+ (a.c), va,b,c eR (sifat distributif perkalian
terhadap penjumlahan)
B. Beberapa Teorema

Teorema B.1.1 :

(i) Jika z dan a elemen R sehingga z + a = a maka z = 0.
(ii) Jika u dan b # 0 elemen R sehingga u.b =b makau =1
Bukfi :

(i) Akan dibuktikan (z,a eR)z + a = a=z =0

z+a=a (diketahui)
(z+a) + (—a) = a + (—a) (T.0.1)
z+ (a+ (-a)) =a+ (—a) (A2)
Z+0=0 (A4)
z=0 (A3)

(ii) Akan dibuktikan (u,b €eR,b #z0)u.b = b =u=1

Karena b =0 maka (5’% eR)u.b = b (diketahui)
1 1
(w.b). o =b.- (T.0.2)
1y _ .t
u.(b. ) = (b.0) (M2)
u.l1=1 (M4)

u=1 (M3)
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Teorema B.1.2:
(i) Jika a dan b elemen di R sedemikian hinggaa + b = 0 maka
b=-a

(ii) Jika adanb elemen di R dan a =0 sedemikian hingga

a.b=1 maka b =

X |~

Bukti:
(i) Akan dibuktikan (a,b eR) a + b = 0 =b = —a

a+b=0 (diketahui)
(—a) + (a + b) = (~a) + 0 (T.0.1)
() + @) + b = (—a) (A2 dan A3)
0+b = —-a (A4)
b= -a (A3)
(i) Akan dibuktikan (@b €R A1a=0) a.b = 1 =b = é

a.b =1 (diketahui)
(3).@.b) = (3).1 (T.0.2)

a a
(3).a).b = (3).1 (M2)

a a
1.b = é (M4 dan M3)
b=1 (M3)

a

Teorema B.1.3:
(i) Misalkan a,b € R maka persamaan a + x = b mempunyai

penyelesaian funggal x = (—a) + b
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(ii) Misalkana,b R, a #0, maka persamaan a.x = b mempunyai

penyelesaian ftunggal x = (é).b

Bukti :

(i) Akan dibuktikan (a,b eR)a + x = b=x

a+x=5>,

(—a) + (a + x) = (—a) + b
((ma) +a) + x = (—a) + b
0+x=(-a)+0b

x = (—a) +b

(—=a) + b
(diketahui)
(T.0.1)
(A2)

(A3)
(A4)

Bentuk yang terakhir merupakan penyelesaian dari persamaan

a+ x = b.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa penyelesaian persamaan

a + x = b adalah tunggal.

Misalkan p dan q adalah dua penyelesaian dari persamaan

a + x = b sehingga berlaku
a+p=>

(—a) + (a+p)=(a) +b
((ma) +a) +p = (—a) + b
0 +p = (—a) +b

p = (—a) +b

dilain pihak,

a+q=b>b

(—a) + (@a+q) =(a)+b
() +a) +q = (-a) + b

(T.0.1)
(A2)
(A4)
(A3) (1.1)

(T.0.1)
(A2)
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0+q =(-a)+ b (A4)

q = (—a) + b (A3) (1.2)
Dari (1.1) dan (1.2) diperoleh bahwa p = q sehingga
persamaan a + x = b mempunyai penyelesaian tunggal, yaitu

x = (—a) + b.

(i) Akan dibuktikan (a,b R, a #0)a.x = b=x = (é).b

a.x =b (diketahui)
&y @0 = 2. (T.0.2)
a a
H.o.x = b (M2)
a a
1.x = (é).b (M4)
1
x = (=).b (M3)
a

Bentuk terakhir ini adalah penyelesaian dari persamaan
a.x = b

Selanjutnya  akan  dibuktikan ~ bahwa  penyelesaian
persamaan a .x = b adalah tunggal.

Misalkan p danq merupakan penyelesaian dari persamaan
a.x = b

Untuk p berlaku:

a.p =b

(i).(a.p) _ (é).b (T.0.1)

S .ap =) (M2)
a a
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1.p = (é).b (M4)

).b (M3) (1.3)

Untuk q berlaku:a.q = b

O @)= (T.0.2)
a a
3 .a).q =) (M2)
a a
1.9 = (é).b (M4)
a = ()b (M3) (1.4)

Dari (1.3) dan (1.4) diperolehp = q

Hal ini menunjukkan bahwa persamaan a.x = b mempunyai
penyelesaian tunggal, yaitu (é) b

Teorema B.1.4: Jika a sebarang elemen R, maka:

() a.0=0

(i) (-D.a = —-a
(iii) —(-a) = a
(iv) (D1 =1
Bukti:

(i)  Akan dibuktikan a € R sebarang = a.0 = 0
a+a.0=a.1+a.0 (M3)
=a.(1+0) (D)
=a.l (A3)
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a+a.0=a (M3)
Selanjutnya menurut teorema B.1.3(i)
a.0 = (—a) +a
a.0=20
(ii) Akan dibuktikan a € R sebarang = (—1).a = —a

a+ (—-1).a = (1).a+ (—Da (M3)
=1+ (D).a (D)
= 0.a (A4)
=0 (T.B.1.4(i))

Selanjutnya dengan menggunakan teorema B.1.3(i) diperoleh

a+ (—-1).a =0

(-1).a = (-a) + 0 (T.B.1.3(1))
(=1.a = (-a) (A3)

(iii) Akan dibuktikana eR = — (—=a) = a
(VaeR)(F—aeR).(-a) +a =0 (A4)
(—a)+a=0=a=—(—a)+0 (T.B.1.3(i))

—(-a) = a (A3)

(iv) Akan dibuktikana eR = (-1).(-1) = 1

(-1 .a = —a (T.B.1.4(ii))
Misalkan a = —1 maka
(-1).(-=1) = —(-1) (substitusia = —1)

=1 (T.B.1.4(iii))
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Teorema B.1.5: Misalkan a, b, c sebarang elemen R

(i)

(if)
(iii)
Bukti:
(i)

Jika a #0 maka l;-‘O dan =
a

=a

Qlr

Jikaa.b = a.cdana 0 maka b =c¢

Jikaa.b = 0 maka a = 0Oatau b = 0

1

Akan dibuktikan a,b,c eR,a #0 = g +#0dan T =a

Qlr

Jika diberikan a #0 maka ada % # 0 (M4)

Jika i = 0 maka menurut teorema B.1.4(i) diperoleh

Ini bertentangan dengan (M4)
Jadi haruslah ii 0
Selanjutnya dari (M4) diperoleh

Jika i #+ 0 maka ada % sedemikian hingga

a

1.1
(5)-1 =1
a
a.((i).%) = a.1 (T.0.2)
a J—
a
(a.(l))% = a.1 (M2)
a J—
a
1.- =a (M4)
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=a (M3)

AT

(ii)  Akan dibuktikana,b,c eR,a.b = a.c = b = ¢

a.b =a.c (diketahui)

(é).(a.b) - (é).(a.c) (kedua ruas dikali 2) (7.0.2)

1 1
(=).a).b = ((=).a).c (M2)
a a
1. = 1.c (M4)
b=c (M3)

(iii) Akan dibuktikan a,b,c eR,a.b = 0=>a =0V b =0
Misalkan a =0 maka ada % (M4)
(i).(a.b) = (i).o (kedua ruas dikalikani)
(é @).b =0 (A2 dan T.B.14(i))
1.b=0 (M4)
b=0 (M3)

Dengan cara yang sama, misalkan b =0.

a.b = Omakaa =0
Catatan:
Beberapa teorema diatas menguraikan sedikit tentang sifat-sifat
aljabar pada bilangan real. Penambahan sifat-sifat lain dapat
dideduksikan dari aksioma dan tfeorema di atas. Misalkan
didefinisikan beberapa operasi berikut:

Pengurangan: a- b = a + (—b),a,b €R
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Pembagian: % = a. (%) ,a,beR danb =0.
Selanjutnya perkalian a . b ditulis ab, aa ditulis a?, (a*)a ditulis a®*dan
seterusnya, untukn e N didefinisikan a™*' = (a™)a. Kita sepakati

a® = 1dan a' = a untuk setiap a € R. Demikianjuga untuk a =0 notasi

a~' digunakan untuk % dan jikan eN,a™ = (l)n

a

C. Bilangan Rasional
Elemen R yang dapat ditulis dalam bentuk g dengan a,b € Z dan

a =0 disebut bilangan rasional. Himpunan semua bilangan rasional di

R dinyatakan dengan notasi standar Q.
Jadi Q = {x = g |a,b € Z,a #0}.

Jumlah dan hasil kali dua bilangan rasional juga bilangan rasional.
Juga sifat-sifat yang dibahas di atas berlaku. Tidak semua bilangan
real merupakan bilangan rasional. Pada abad VI sebelum masehi
Pythagoras menemukan bahwa panjang sisi miring segitiga siku-siku
satuan (panjang sisi siku-sikunya masing-masing satu) tidak dapat
dinyatakan sebagai bilangan rasional. Dengan kata lain bahwa kuadrat
dari bilangan tidak rasional dapat sama dengan dua. Penemuan ini
mempengaruhi perkembangan matematika Yunani, sehingga anggota

R yang bukan anggota Q disebut sebagai bilangan irasional.

Teorema C.1.6: Tidak ada bilangan rasional r sehingga r* = 2.

Bukti:
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2
Andaikan ada r = Edengan a,b eZ,a=0danr? = (2) =2
a a

Dapat dipilih a dan b bilangan bulat positif dan memiliki pembagi
persekutua terbesar satu "(a,b) = 1" atau a dan b relatif prima.
Sehingga diperoleh b?> = 2a?. Jelas bahwa b* adalah genap. Karena
b* genap maka b juga genap (klaim). Karena b bilangan genap maka
dapat ditulis dalam bentuk b = 2mdengan m Z, sehingga
diperoleh (2m)? = 2a* atau 4m? = 2a? atau 2m? = a? . Jadi a? juga
genap, yang mengimplikasikan a juga genap.

Dari argumen diatas diperoleh bahwa a genap dan b genap hal ini
kontradiksi dengan pengandaian bahwa a dan b relatif prima yaitu

(a,b) = 1. Jadi pengandaian harus diingkar, yaitu fidak ada

bilangan rasional r = gsedemikian hingga r? = 2.

. Contoh-contoh

Contoh C.1.1: Apakah konvers teorema B.1.5(iii) masih berlaku?
Jawab :

Konvers dari teorema B. 1.5¢ adalah "Misalkan a, b, c sebarang elemen
R, jikaa = Oataub = Omakaa.b = 0"

Hipotesis dari pernyataan diatas merupakan bentuk dinjungsi,
sehingga perlu ditinjau tiga kasus:

Kasus (1)

Jika a = 0dan b =0 maka
a.b = 0.b
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=0 [T.B.1.4(i)]
Kasus (2)

Jika a #0dan b = 0 maka

a.b = a.0
=0 [T.B.1.4(i)]
Kasus (3)

Jikaa = 0dan b = 0 maka
a.b=0.0
=0 [T.B.1.4(i)]

Contoh C.1.2: Selesaikan persamaan 4x + 3 = 11dengan
menggunakan aksioma atau teorema yang berlaku, berikan penjelasan

dalam setiap langkahnya.

Jawab:
4x + 3 = 11 [diketahui]
(4x + 3) + (-3) = 11 + (-3) [kedua ruas ditambah -3]
4x + 3 + (=3)) = 11 + (=3) [A2]
4x + 0 = 8 [A4]
4x = 8 [A3]
1 1 0 og. 1
(—)-4x = (—) 8 [kedua ruas dikali =]
4 4 4
1
1x = 2 [M4]

x =2 [M3]
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E. Latihan 1

1.
2.

Buktikan klaim “"bahwa jika b* genap maka b genap”.

Selesaikan soal berikut dengan menggunakan sifat atau teorema
yang berlaku, serta jelaskan setiap langkahnya.

(@) 2x+5=28

(b) x* = 2x

() (x—-1D(x+2) = 0.

Buktikan bahwa jika a,b € R maka

(@ -(a+b)=(-a)+ (-b)

(b) (-a).(=b) = a.b.

(c) ﬁ = —(i) untuk a =0

Jika a eR berlaku a.a = amaka a = 0atau a = 1. Buktikan!

Jika a =0 dan b =0 tunjukkan bahwa — = =.=
ab a b

Gunakan argumen pembuktian teorema C.1.6 untuk menunjukkan
bahwa tidak ada bilangan rasional x sedemikian hingga x* = 3.
Gunakan argumen pembuktian teorema C.1.6 untuk menunjukkan
bahwa tidak ada bilangan rasional x sedemikian hingga x* = 6.
Tunjukkan bahwa jika w € R adalah irasional dan r =0 adalah
rasional maka w + r dan wr adalah irasional.

Jika x dan y adalah rasional maka x + y dan xy adalah rasional.

Buktikan!

10.Jika x dan y adalah irasional apakah x + y dan xy juga irasional?

Jika ya buktikan! dan jika tidak berikan contoh penyangkalnya.
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< blank >
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BAB II
SIFAT KETERURUTAN PADA R
Sifat keterurutan R menimbulkan gagasan tentang kepositifan
(positivity) dan ketaksamaan (inequality).
A. Aksioma Urutan Pada R
P < R, P # ¢, P disebut himpunan bilangan real positif yang
memenuhi sifat berikut:
U.lJikaa,b e Pmakaa+b € P
U.2 Jika a,b € P maka ab € P
U.3 Jika a € R maka tepat satu dari berikut berlaku:
a€Pataua=0atau —a €P
Dua sifat pertama menjamin sifat ketertutupan dari operasi
penjumlahan dan perkalian pada P. Aksioma U3 di atas disebut sifat
trikotomi, karena dia membagi R dalam tiga tipe elemen yang
berbeda. Hal ini menyatakan bahwa bilangan real negatif {—a:a € P}
tidak mempunyai elemen persekutuan dengan P. R adalah gabungan
dari tiga himpunan yang saling asing yaitu P U {0} U {—a:a € P}
Definisi A.2.1: Jika a € P makaa adalah bilangan real positif
(positif kuat) dan ditulis a > 0. Jika a € PuU{0} maka a adalah
bilangan real tidak negatif, dan ditulis a > 0.
Jika —a € P maka a adalah bilangan negatif, dan ditulis a < 0.
Jika —a € P U {0} maka a adalah bilangan real tidak positif, dan

ditulis a < 0.
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Definisi A.2.2 : Misalkan a,b € R

(i) Jikaa—b € P maka ditulisa > b ataub < a

(ii) Jikaa—b € PuU{0} maka ditulisa>=bataub <a

Kita sepakat bahwa notasi:

a < b < ¢ berarti a < b dan b < ¢ dengan cara yang sama,

a <b < cberartia <b dan b < c begitu juga,

a<b<dberartia<bdanb <d

B. Beberapa Teorema
Teorema B.2.3: Misalkan a,b,c € R

(i) Jikaa>bdanb >cmakaa >c

(ii) Tepat satu berikut ini berlaku: a > b, a=b,ataua <b

(iii) Jikaa=bdanb =>amakaa =b
Bukfti:

(i) Misalkan a,b,c € R

Akan ditunjukkan (V a,b,c € R)a>bdanb >c=a>c¢

a > b berarti (a —b) €P

b > c berarti (b—c) € P
Sehingga (a —b) + (b —c) €EP
a+((=b) +b)+(-c)) €P
a+0+(—c)€eP

a+(—c)€EP

a—c€eP

a>c

Terbukti bahwa: a > bdanb >c=>a >c

[4.2.2(0)]

[A.2.2(0)]
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(ii) a,b e R makaa—b €R

Menurut sifat trikotomi (U3) berlaku tepat satu: (a —b) € R

atau (a —b) =0atau —(a—b) €P

Sehingga diperoleh

(a—b)eEP>a>b

(a—b)=0=>a=0b>

—(a—-b)=(b—-a)eEP=>b>a

Jadi berlaku tepat satu berikut: a > bataua =bataua <b
(iii) Misalkan a,b € R

Akan ditunjukkana >bAb=a=a="»b

Andaikan a # b

Berartia > b atau b > a [T.B.2.3.(ii)]

Hal ini kontradiksi dengan hipotesis b > adana > b

Jadi haruslah a = b

Teorema B.2.4:

(i) Jika a € R dan a # 0 maka a? > 0

(i) 1>0

(iii) Jikan € N makan >0

Bukti

(i) Akan dibuktikan bahwa
a€Rdana#0=a*>0
Dari sifat trikotomi diperoleh bahwa,
Jika a # 0, maka a € P atau —a € P

a) a€P=>aa=a’*€P
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=a?>0
b) —-a€eP=(—a)(—a)=a.a=a*€P
=>a’>0
Jadi jikaa e R na #0 maka a® > 0.
(ii) Akan dibuktikan bahwa 1 > 0
1=11=(1)2
1€ERA1#0maka (1)2>0
Jadi1>0
(iii) Akan dibuktikann e N =>n >0
Untuk membuktikan hal ini digunakan induksi matematika:
(a)Untukn =1, benar 1 >0
(b)Misalkan benar untuk n = k yaitu k > 0
Akan dibuktikan benar untuk n =k +1yaituk+1>0
Bukti:
k>0=>keP
1>0=>1€P
k+1€eP
k+1>0

Dari (a) dan (b) dapat disimpulkan:
Jika n € N maka n > 0 merupakan pernyataan yang benar untuk

setiap n bilangan asli.

Teorema B.2.5: Misalkan a,b,c,d €R.
() Jika a > bmakaa + ¢ > b + c.

(ii) Jika a > bdanc > d maka a + ¢ > b + d.
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(iii) Jika @ > bdanc > 0 maka ca > cb.
Jika a > bdanc < 0 maka ca < cbh.

(iv) Jika a > 0 maka 1/, > 0.
Jika a < 0 maka 1/, < o.

Bukti:

(i) Misalkan a,b,c €R
Akan ditunjukkan: a > b = a+c> Db + ¢

a > b berartia— b eP
a+ (=b) eP
a+ 0+ (=b) €P
a+ (c +(=c)) + (=b)eP
(a+c)+ ((—=c) + (=b)) P
(a+c)+ ((=b) + (—¢c)) eP
(a+c)+ ()b +c)eP
(a@a+c)+ (=B +c)eP
(a+c)—(b +c)eP
a+c>b+c

(ii) Akandibuktikana > bdanc >d=a +c > b + d

a>b =a—-—beP
c>d=>c—deP
a—b+c—-—d eP

a+ (=b) + c+ (=d)eP
a+c+ (=b) + (—d) eP
(a+c)+ (Db +d)eP
(a+c)—(b+d)eP
a+c >b+d
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(iii) Misalkan a,b,c €R.

(iv)

Akan ditunjukkan: a > bdanc > 0 = ca > cb.

a>b=a—-beP
c>0= ceP
c(a—Db)eP
c(a + (=b)) eP
ca + c(—b) eP
ca — cb eP

ca > cb

Bukti bagian kedua sebagai latihan

Misalkan a € R Akan ditunjukkan: a >0 = 1/5 > o.

Jika a > 0 maka a =0 (sifat trikotomi)

Sehingga 1/, =0,

Andaikan 1/, <0 berarti a -1/, = 1 < 0 kontradiksi dengan

T.B.2.5(iii) Jadi haruslah 1/4 > 0

Bukti bagian kedua sebagai latihan

Teorema B.2.6: Jikaa,b € Rdana <bmakaa <%(a + b) < b

Bukti:

Misalkan a,b € R.

Akan ditunjukkan a<b=a < % (a + b) < b.

a< b=2a=a+a<a+b

a<b=a+b<b+b=2b

Sehingga diperoleh  2a <a + b < 2b

Karena 2 € N maka 2 > 0
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Akibatnya % >0

Dengan mengalikan % pada setiap ruas diperoleh :
a=%QRa)< %(a+ b)< ¥%(2b) =b
Sehingga terbukti: a <b = a <% (a + b) <D.

Corollary B.2.7: ( Akibat dari teorema B.2.6).

Jikab eRdanb > 0maka 0<% b <b

Bukfi:

Menurut teorema B.2.6: a,b eRa <b = a <% (a + b) < b.
Ambil a = 0.

b,0 eRdanb > 0 =0 <% (0 + b) <b

sehingga diperoleh 0 < % b < b

Teorema B.2.8: Jika a € R sehingga 0 < a < cuntuk setiap ¢ > 0,
maka a = 0.

Bukti :

Andaikan a > 0

Menurut TB27 a > 0=0 <%a <a

Ambil & = %a > 0.

Diperoleh 0 <& <a

Bertentangan dengan hipotesis yaitu 0 < a < ¢ untuk setiap ¢> 0

Jadi haruslah a = 0.
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Teorema B.2.9: Jikaa,b eRdan a — ¢ < b, untuk setiap ¢ > 0,
maka a <b.

Bukti:

Andaikan: a > b

Berarti (a —b) > 0, ambil 5, = (a —b)

Sehinggaa- (a—b) < bataua —a + b < bataub < b.

Hal ini fidak mungkin, dengan demikian pengandaian salah.

Jadi haruslah a < b.

Teorema B.2.10: Jika ab > 0 maka

() a>0danb > 0

(i) a<0danb < 0

Bukti:

ab>0 = a=0dan b =0. ( karena jika a = O atau b = 0 maka ab=0)
Jika a #0 maka (i) a > 0 atau (ii)a < 0 (sifat trikotomi).
Kasus (i):

a>0=1/a >0

sehingga (3)ab = ((a)pb = 1b = b > 0

Kasus (ii):

a<0>1/a<0

Sehingga () ab = ((Da)b = 1b = b <0

Corollary B.2.11: ( Akibat teorema B.2.10)

Jikaab <0maka: (i) a <0danb > 0atau(ii)a>0danb <0
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Bukti :
ab <0 = a=0dan b =#0. ( karena jikaa = 0 atau b = 0 maka ab = 0)
Jika a #0 maka (i) a < 0 atau (ii) a >0 (sifat trikotomi).
Kasus (i):
a<0=1/a <0
sehingga (1/a)ab = ((1/a)a)b = 1b = b >0
Kasus (ii):
a>0 = 1/a > 0
Sehingga (1/a) ab = ((1/a)a)b = 1b = b< 0
C. Contoh-Contoh
Sekarang akan dibahas bagaimana sifat-sifat keterurutan dipakai
dalam menyelesaikan soal-soal tentang ketidaksamaan.
Contoh C.2.1: Tentukan himpunan A semua bilangan real x
sedemikian sehingga 2x + 3 <6
Jawab:

xeld © 2x+3<6=2x <3 ©x <

N | w

Jadi A = {x eR|x <3}

Contoh C.2.2: Tentukan himpunan B semua bilangan real x
sedemikian hingga x* + x > 2.

Jawab:
xeBo x*+x>2ex-1DXx+2)>0
kasus (i)

x—1>0danx+2 >0 &x > 1danx > -2
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kasus (ii)
x-1<0danx +2 <0 x<ldanx < -2

dari kedua kasus diperoleh B = {xeR|x > 1} U{xeR |x < -2}

2x+1

Contoh C.2.3: Tentukan himpunan € = {x eR | <1}

xX+2

Jawab:

2x+1 2x+1 x—1
xel & <le
x+2

Kasus (i)

x—1<0danx + 2 >0 x <ldanx >-2 o -2<x <1
Kasus (ii)

x—1>0danx + 2 <0 ©x >1danx < —2 (tidak mungkin ada)

JadiC = {x eR| -2 <x <1}

Contoh C.2.4: Jikaa > 0dan b > 0 maka
() a <b © a®<b? @ va < b.
(ia<be a® < b> o va < b,

(iii) vab < % (a + b).

Bukti:

() a<boeob—a>0
a>0danb >0 a+b>0
(b—a)(a+b) = b* -a* >0
sehingga a* < b?
va < Vb berarti b — va > 0

va > 0dan v > Omaka va + W > 0
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diperoleh (Wb — va)(va+ ) = b-a > 0
sehinggaa < b
(ia<b o b-a=0
a>0danb=>0e a+ b =0
(b—a)(a+b) = b®-a? >0
sehingga a* < b?
va < Vb berarti Vb — va > 0
va>0dan b > 0Omaka va + b > 0
diperoleh (b — va)(va+ W) = b-a >0
sehinggaa <b
(iii)akan dibuktikan vab < % (a + b)
untuk a = b jelas dipenuhi, mengapa?
a > 0dan b > 0dan a #b maka va > 0 dan v > 0
begitu juga va # b
sehingga (va — %)?> 0 (TB.2.4)
berarti,a — 2vab + b >0

dan diperoleh vab < ¥ (a + b)

Contoh C.2.5: Buktikan ketaksamaan Bernoulli :

Jika x > —1 maka (1+ x)® = 1 + nx, VheN.

Bukti :

Akan dibuktikan dengan menggunakan induksi matematika
Misalkan S = {neN|(1+ )" =1 + nx}

Untukn = 1maka (1 + x)! =1+ x =1 + 1.x benar
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Sehingga 1 €S

Jika k € S maka akan dibuktikan k + 1€ S
k e N maka (1+ x)*> 1 + kx

1+ 0 = @+ +x)

1+ kx)(1 + x)

> 14+ (k+1)x + kx?

> 1+ (k+ 1Dx

v

sehinggak +1 €S

JadiS = N

Contoh C.2.6:

Buktikan ketaksamaan Cauchy:

Jika a, ,a,,...,a, € R dan b;,b, ,...,b, € R maka
(a by +...4a,by)? < (a2 +...+a,%) (b, +...+b,°).

Bukti: sebagai latihan

Contoh C.2.7:

Ketaksamaan Segitiga:

Jikan € Ndan a,,a,,...,a, € R dan by,b, ,...,b, € R maka
[(a,+ by +...4a,+b,)2]172<[a;® +...+ a2 ]2 +

[b,2 +...+b,%]"2

Bukti: sebagai latihan
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D. Latihan 2

1. Jika a < b dan ¢ < d maka buktikan bahwa a +c < b +d

2. Jika a < b dan ¢ < d maka buktikan bahwa a +c < b +d

3. Jika 0 < a < b dan 0 < ¢ < d buktikan bahwa 0 < ac < bd

4. Jika 0 < a < b dan 0 < ¢ < d buktikan bahwa 0 < ac < bd

5. Jika a < b dan ¢ < d buktikan bahwa ad + bc < ac + bd

6. Tentukan bilangan a, b, ¢, d di R sedemikian hingga berlaku,
0<a<bdanc<d <0, maka ac < bd atau bd < ac

7. Jika a, b € R tunjukkan bahwa a? + b? = 0 jika dan hanya jika
a=0danb =0

8. Jika 0 < a < b buktikan bahwa a* < ab < b?. Berikan sebuah
contoh bahwa tidak berlaku a? < ab < b?

9. Tunjukkan bahwa jika 0 < a < b makaa < vab < b, dan
0 <1 <1

10. Jika n e N tunjukkan bahwa n*> > n dan 1/n2 < .

11. Tentukan semua bilanga real x sedemikian hingga :

(a) x* > 3x + 4
(b) 1<x%<4

© 1 <x
@ Yy <a?
12. Misalkan a,b R dan untuk setiap € > 0 berlakua < b+ ¢
maka:
(a) Tunjukkan bahwa a < b,
(b) Tunjukkan bahwa tidak berlaku a < b.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.

Buktikan bahwa ( % (a + b))? < % (a? + b?) untuk semua

a,b € R. Tunjukkan bahwa tanda kesamaan berlaku jika dan
hanya jika a = b.

Jika 0 < ¢ < 1, tunjukkan bahwa 0 < ¢? < ¢ < 1.

Jika 1 < ¢, tfunjukkan bahwa 1 < ¢ < ¢

Jika ¢ > 1, tunjukkan bahwa ¢ > ¢ untuk semua n € N.
(gunakan ketidaksamaan Bernoulli's dengan ¢ = 1 + x)

Jika ¢ > 1, dan n,m e N tunjukkan, bahwa c™ > c™ jika dan
hanya jikam > n.

Jika 0 <c¢ <1, tunjukkan bahwa c¢" < ¢ untuk semuan € N.
Jika 0 < ¢ <1, dan n,m e N tunjukkan, bahwa c™ < ¢ jika dan
hanya jika m > n.

Jikaa > 0,b > 0dann N, tunjukkan bahwa a < b jika dan

hanya jika a™ < b™.
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BAB III
NILAI MUTLAK
A. Definisi dan Terminologi
Dari sifat trikotomi U3 dijamin bahwa jika a € R dan a # 0, maka
tepat satu dari a dan —a yang positif. Nilai mutlak dari a #0
didefinisikan sebagai nilai yang positif dari pasangan {a, —a}.
Definisi A.3.1 : Jika a € R nilai mutlak dari a dinotasikan dengan
"lal", adalah didefinisikan dengan:

a, Jika a>0
lal=| a, jika a=0
—a, Jika a<0

Garis bilangan real

Kita telah mengenal interprestasi geometri dari sistem bilangan real
adalah garis bilangan real. Interprestasi dari nilai mutlak |a| dari
elemen a € R adalah jarak dari titik a ke titik asal O. Sedangkan
secara umum jarak antara elemen a dan b di R adalah |a — b| (lihat

gambar A.3.1).

v

A

e 1(-3)-2| —*
S 2 4 b 1 2
Gambar A.3.1: Jarak antara a = =3 dan b = 2
Sekarang akan didiskusikan tentang konsep dekat dengan “close to"
suatu bilangan real yang lain. Jika a sebuah bilangan real yang

diberikan maka bilangan real x yang dekat dengan a diartikan dengan

jarak |x — a| cukup kecil.
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Definisi A.3.2 : Misalkan a € R dan ¢ > 0, maka ¢ —neighborhood
dari a adalah himpunan V,(a) = {x € R/|x — a| < &}
Untuk suatu a €R, pernyataan x €V.(a) ekuivalen dengan

pernyataan,

—e<x—a<eeoa—e<x<a+e (lihat gambar A.3.2)

#—»

a—E a a+e

A

Gambar A.3.2: € — neighborhood dari a

B. Beberapa Teorema
Teorema B.3.1:
(i)  lal =0 jika dan hanya jika a = 0
(i) (Ya€R).|-a| =lal
(iii) (Va,b € R).|ab| = |al|b|
(iv) Jika c =0, maka |a| < ¢ jika dan hanya jika —c <a <c¢
(v) (Va€R).—|al <a<]al
Bukti:
0) jika a = 0 maka —a # 0 begitu juga |a| # 0.
Sehingga jika |a] = 0 makaa =0
Jika a = 0 menurut definisi |a] =0
(ii)  Jika a = 0 menurut definisi |a] = 0
Jika a > 0 maka —a < 0 sehingga |a| = a = —(—a) = |—a]

Jika a < 0 maka —a > 0 sehingga |a| = —a = |—q|
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(iii)  Jika a atau b adalah 0 maka |ab| = 0 = |a||b|
Jika a > 0 dan b > 0 maka ab > 0,
sehingga |ab| = 0 = |a]|b|
Jika a > 0 dan b < 0 maka ab < 0,
sehingga |ab| = —(ab) = a(—b) = |al|b|
Jika a < 0dan b > 0 maka ab < 0,
sehingga |ab| = —(ab) = (—a)b = |a||b|
Jika a < 0 dan b < 0 maka ab > 0,
sehingga |ab| = —(ab) = (—a)(—b) = |a||b|

(iv) Misalkan |a| < ¢ maka a < ¢ dan —a < c,
Karena —a < ¢, maka —c¢ < q,

Sehingga a < ¢ dan —c < a,
Berarti—c<a<c

Konversnya,

Jika —c <a<cmakaa < cdan —c < q,
Sehingga a < c dan —a <,

Berarti |a| < ¢

(v)  Jika ¢ = |a| maka menurut teorema B.3.1(iv)
—|la|l < a < al.

Teorema B.3.2 (Ketidaksamaan Segitiga):

Untuk sebarang a,b € R berlaku |a + b| < |a||b]

Bukti:

Menurut T.B.3.1(v)

Jika a € R maka dan —|a| < a < |a]
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jika b € R maka —|b| < b < |b],

dengan menjumlahkan kedua ketidaksamaan tersebut diperoleh,

(—lal) + (—=|bl < a+ b < |al + |b]) atau

—(lal +[b]) < a+ b < |allbl,

sehingga menurut T.B.3.1(iv)

la + b| < |allb|

Corollary B.3.3 (Akibat teorema B.3.2)

Untuk sebarang a, b € R, maka

(i) lal—Ibl <la—bl

(i) lal—1bl < lal + |b|

Bukti:

(i) Daria=a+0=a+((-b)+b)=(a+(-b))+b
diperoleh |a| = |a + (=b) + b|
sehingga |a| = |a + (—=b)| + |b| [T.B.3.2]
atau |a| — |b| <|a- b|

(i)  Dengan mengganti b dengan —b pada Ketidaksamaan segitiga
diperoleh |a + (= b)| <|a|] + | —b|
la - b| <la| + |b

Corollary B.3.4 (Akibat teorema B.3.2)

Untuk sebarang ay, a,, ..., a,, € R, untuk setiap n € N berlaku
la, +a, + -+ a,| < |ay| + |ay| + -+ |a,]

Bukti:

Akan dibuktikan dengan prinsip induksi matematika

Pandang S = {n € N||a,| + la,| + -+ |a,| < lay| + lay| + -+ + |a, [}
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(i) untukn=1
la;| < |a,|pernyataan benar
sehingga1l € §
(ii) Asumsikan k € S , berarti :
la; + a; + -+ ag| < lay| + |az| + -+ |agl
Akan ditunjukkan bahwa k +1 € S
la, +a, + -+ a, + agq| = (a; +a, + - ay) + agpql
<la; +a, + -+ ay| + |ays,| (TB.3.2)
< lagl + laz| + -+ + lag| + lag44|
sehinggak +1€ S
Jadi S = N.
Teorema B.3.5: Misalkan a € R. Jika x anggota V.(a) untuk setiap
e>0makax =a
Bukti :
Akibat dari definisi A.3.1 maka |x —a| =0,
x € V(a) = {xeR/|x—a| <&}berarti|x—a| <eg
sehingga diperoleh 0 < |x —a| < g
menurut teorema B.2.8, haruslah x —a = 0.
Jadi x = a.
. Contoh-Contoh
Contoh C.3.1: |2| = 2,|-5| = 5,]0] = 0
Contoh C.3.2: Tentukan himpunan A dari semua bilangan real x
yang memenuhi |2x + 3| < 6.

Jawab:
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Dari teorema B.3.1.(ii) diketahui bahwa x € A jika dan hanya jika
—6 < 2x + 3 < 6 yang dipenuhi jika dan hanya jika -9 < 2x < 3,
Kemudian bagi masing-masing suku dengan 2, sehingga diperoleh:
—J<x<?2

JadiA={xeR|—§<x<§}

Contoh C.3.3: Tentukan Himpunan B = {x € R||x — 1| < |x|}
Penyelesaian:

Kita akan menyelesaikan pertaksamaan |x — 1| < |x| yang terdefinisi
pada R. Bentuk nilai mutlak ini berubah fanda dix = 0danx = 1,
yang membagi garis bilangan atas tiga bagian. Hal ini bisa kita
peroleh berdasarkan definisi harga mutlak. Dengan demikian garis

bilangannya dapat diilustrasikan sebagai berikut.

v

A

0 1
Sehingga untuk menyelesaikan pertidaksamaan tersebut kita
tinjau dari ketiga kasus , yaitu
(@) x=>1;, (b)0< x<1 dan(c)x<0
(@) Jika x>1

x — 1< x, karenax—1>0danx >0

sehingga pertidaksamaan x — 1 < x selalu benar.

Jadix >1
(b) Jika 0 < x <1

-(x—1)<x,karenax—1< 0danx = 0
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sehingga 2x >1 & x > %

Jadi % < x < 1 merupakan anggota dari B.
() Jika x<0

Diperoleh - (x - 1) < —x, karena x —1<0danx <0

Yang ekuivalen dengan 1 < 0

Sehingga tidak ada x yang memenuhi.

Dari (a), (b) dan (c) diperoleh: B = {x €R: x >% 1.
Terdapat metode lain untuk menentukan himpunan B berdasarkan
contoh C.2.4: jikaa > 0dan b = 0 maka a < b & a* < b?

Dengan demikian ketaksamaan

x —1] < |x] © |x — 1|?> < |x|?

& (x —1)? < x?, karena |a|? = a? untuk semua a
& x?—-2x+1<x?

Sehingga B = {x ER: x > %}.

Contoh C.3.4: Misal fungsi f didefinisikan dengan

Flo) = @F=3x+D) untuk 2 < x < 3.

(2x-1)
Tentukan suatu konstanta M sedemikian hingga |f(x)| < M, untuk
setiap x yang memenuhi 2 < x < 3.

Penyelesaian:

Pl = 1By

_ ‘ZXZ —3x+ﬂ -

21
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Perhatikan pembilang dan penyebut dari |f(x)|, M dapat ditemukan
jika |2x* — 3x + 1| dan |2x - 1| = B, untuk suatu konstanta A dan B
pada interval 2 < x < 3.

Dari batas interval yang memenuhi 2 <x <3 dapat dinyatakan
sebagai 2 < |x| <3, (karena 2 < x <3 termuat dalam 2 < |x| < 3).

Kemudian dari pertidaksamaan diatas diperoleh,
|12x? —3x+ 1| <2|x|?+3|x| +1<2.32+33+1=28
karena |x| < 3 sesuai dengan persyaratan.

Dan |2x — 1| = 2|x| =1 >2.2—-1 =3, karena |x| = 2 sesuai dengan

persyaratan. Sehingga |f (x)| < 2—;
Dengan demikian dapat diambil M = 28/3 (pilihan M = 28/3 ini

bukan satu-satunya pilihan, sehingga dapat dipilih M > 28/3).

Contoh €.3.5: Misal U:= {x|0<x <1}, jika a € U maka dengan
mengambil ¢ yang terkecil dari a dan 1 —a. V,(a) termuat dalam U.
Jadi setiap elemen U mempunyai &-neighborhood yang termuat

dalam U.

Contoh C.3.6: Jikal = {x € R|0 < x < 1} maka untuk suatu £> 0,
&-neighborhood dari O, V,(0) memuat titik yang bukan di I, dengan
demikian V.(0) tidak termuat di I. Sebagai contoh ambil titik a =

~¢/, berada di V,(0) tetapi tidak termuat di I.
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Contoh C.3.7: Jika |x—a|<¢ dan |y—b|<e& maka dengan

menggunakan ketidaksamaan segitiga diperoleh:
|(x +y) —(a+ D) =[x -a)+(y—Db)

<|(x—a)+(y-b)| <2

dengan kata lain jika x, y masing-masing di dalam V(a) dan V.(b) maka

x +y juga berada didalam V,.(a + b).

. Latihan 3

1.

Misalkan a € R, tunjukkan bahwa:

(@) lal=vVa?;
(b) lal* = a%

Jika a,b € R dan b # 0, tfunjukkan bahwa |a/b| = |a|/|b|

Jika a,b € R tunjukkan bahwa |a + b| = |a| + |b| jika dan hanya
jika ab = 0.

Jika x,y,z € R,x < z, funjukkan bahwa x < y < z jika dan hanya
jika  Ix—yl+|y—2z|=|x—2z. Interprestasikan secara
geometris.

Tentukan semua x € R yang memenuhi ketidaksamaan berikut:
(@) |4x—-5]<13

(b) |x*—-1]<3

(c) Ix—1]>|x+1]

(d) Ixl+]x+1<2

Tunjukkan bahwa |x — a| < ¢ jika dan hanya jikaa —e <x <a +

&
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10.

11.

12.

Jika a < x < b dan a <y < b, tunjukkan bahwa |x —y| < b — a.

Berikan interprestasi geometrinya.

Tentukan dan sketsa himpunan pasangan terurut (x,y) di RxR

yang memenuhi:

(@ x| = |yl

(b) Ixl+ Iyl =1

() lxy| =2

(d) x| = Iyl =2

Tentukan dan sketsa himpunan pasangan terurut (x,y) di RxR

yang memenuhi pertidaksamaan berikut:

(@ IxI<lyl

(b) Ixl +Iyi=1

(€) Ixyl=2

(d) x| —Iyl=2

Misalkan £> 0 dan 6> 0, dan a € R. Tunjukkan bahwa V.(a) N

Vs(a) dan V.(a) U Vs(a) adalah y-neighborhood dari a untuk

suatu nilai y yang sesuai.

Tunjukkan bahwa jika a,b € R dan b #a, maka terdapat

&-neighborhood Udari a dan V dari b, sedemikian hingga

UnV = 4.

Tunjukkan bahwa jika a, b, c € R maka:

(a) max{a,b} =%(a+b + |a — b|) dan min{a, b} =%(a+b —
la — bl)

(b) min{a, b, c} = min{min{a, b}, c}
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BAB IV
SIFAT KELENGKAPAN BILANGAN REAL
A. Definisi dan Terminologi

Sifat kelengkapan ini akan membedakan dengan jelas antara bilangan
real R dengan bilangan rasional. Selama ini himpunan bilangan rasional
Q selalu memenuhi aksioma field, aksioma urutan pada bilangan real.
Tetapi kita tahu bahwa V2 tidak dapat dinyatakan kedalam bilangan
rasional, sedangkan dengan menggunakan aksioma kelengkapan ini
akan ditunjukkan bahwa eksistensi v2 dijamin dalam R. sebelum
membahas aksioma kelengkapan ini diperlukan beberapa definisi
berikut.
Definisi A.4.1: Misalkan S cR,
(i) u € R adalah batas atas dari S jika s <u, Vs € S.
(i) w € R adalah batas bawah dari S jika w<'s, s € S

Interprestasi geometrisnya dapat dilihat dalam gambar berikut.

/i\ u_ v

Gambar 4.1: u dan v merupakan batas atas dari S
Dari definisi diatas jelas bahwa jika S =R memiliki batas atas, maka
akan ada batas atas lain yang tak terhingga banyaknya. Sebab jika
u € R merupakan batas atas dari S maka pasti ada v € R sedemikian
hingga v >u. Dengan cara yang sama, jika S < R memiliki batas bawah,

maka akan ada batas bawah lain yang tak terhingga banyaknya.
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Jika tferdapat s € S sedemikian hingga t < s maka t bukan batas
atas dari S. Demikian juga jika z € R dan s < z maka z bukan
merupakan batas bawah dar:i S.

Definisi A.4.2: Misalkan S cR,

(i) Jika S memiliki batas atas maka S disebut terbatas di atas.

(i) Jika S memiliki batas bawah maka S disebut terbatas di bawah.

(iii) Jika S memiliki batas atas dan bawah maka S disebut terbatas.

(iv) Jika S tidak memiliki batas atas dan bawah maka S disebut
tidak fterbatas.

Definisi A.4.3: Misalkan S cR,

(i) Jika S terbatas di atas, maka suatu batas atas u disebut
supremum (atau batas atas terkecil) dari S apabila batas atas
u tersebut lebih kecil dari semua batas atas S.

(i) Jika S terbatas di bawah, maka suatu batas bawah w dari §
disebut infimum (atau batas bawah ferbesar) dari S, jika
batas bawah w tersebut lebih besar dari semua batas bawah
S.

Interprestasi geometrisnya dapat dilihat dalam gambar berikut.

inf S S supS

batas bawah batas atas

Gambar 4.2: infimum S dan supremum S
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Aksioma Kelengkapan (aksioma supremum)
Setiap himpunan bilangan real tidak kosong yang memiliki batas atas,
mempunyai supremum.
. Beberapa Teorema
Lemma B.4.1: Misalkan S <R dan S # & u merupakan supremum S
Jika dan hanya jika u memenuhi:
() s<u Vs € Sdan
(ii)  jikav <u makaada s’ €S sedemikian hingga v < s’
Bukti: (=)
(i) u = supShberartis <u,VseS (D.A.4.3(i))
i) v<u=>u—-v>0
sehingga % (u —v) >0,
ambil s’ = u-%(u—-v) € S
berartis’'-v = [u-%u—-v)]-v = % (u—-"v)
karena % (u —v) > Omakav < s’

(=)

Menurut (i) s < u, s €S jelas bahwa u merupakan batas atas dari S
Andaikan v batas atas yang lain dari S makas < v, s € S

Akan ditunjukkan bahwa u < v

andaikan v < u maka menurut (ii) ada s’ € S sedemikian hingga v < s’
ini bertentangan dengan v batas atas dari S

jadi haruslah u < v

Dengan demikian u supremum dari S.
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Lemma B.4.2: Misalkan S cR dan S =z, u batas atas dari S
merupakan supremum S jika dan hanya jika untuk setiagp &> 0
terdapat s, € S sedemikian hingga u — ¢<s,.

Bukfti:

(=)u = sup S dan misalkan £¢> 0

maka u — < u, berarti u — ¢bukan batas atas dari S.

menurut lemma B.4.1 ada s, € S sedemikian hingga u — ¢< s..

(lihat gambar 4.3)

N
11

uUu-¢ S¢ u

Gambar 4.3 : u = supremum Sdanu — ¢<s;
(<)
u batas atas S dan untuk setiap ¢> 0 ada s, € S sedemikian hingga
u— < sg
Akan ditunjukkan u = supremumS.
Misalkan v batas yang lain dari u.
Andaikan v < u.
Ambil £ = u—v > 0, berarti ada s, € S sedemikian hinggau — ¢<s..
Akibatnyau- (u—-v) = v<s,,

Kontradikasi dengan pemisalan bahwa v batas atas S.
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Sehingga pengandaian harus diingkar, jadi haruslah u < v, yaitu u =
sup S.

Teorema B.4.3: Setiap himpunan bilangan real tidak kosong yang
memiliki batas bawah, mempunyai infimum.

Bukti:

Misalkan S =R dan S =&, S mempunyai batas bawah.

Misalkan w batas bawah dari § maka w < s untuk setiap s € S
Definisikan T = {—s|s € S}, jelas bahwa T =&

w < s < —s < —w, yang berarti -w batas atas T.

TcR dan Tz« dan T memiliki batas atas, maka T memiliki
supremum (aksioma kelengkapan).

Katakan —p = sup T, berarti -s < —p jika s € S.

Misalkan - q batas atas yang lain dari T maka -p < —q .

Akibatnya untuk p < sdanq < p jikas € S sedangkan q batas bawah
dari S.

Jadip = inf S.

Teorema B.4.4: Bilangan rasional Q tidak lengkap

Bukti :

Untuk membuktikan bahwa Q tidak lengkap, cukup dibuktikan bahwa
ada subset yang tidak kosong dari Q yang memiliki batas atas tetapi
tidak mempunyai supremum.

S ={seQ|s=0x*<3} jelasS =, sebab 12 = 1 <3, jadi 1 €S
2% = 4 > 3, sehingga 2 batas atas dari S.

Akibatnya S terbatas di atas.
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Menurut aksioma kelengkapan S harus mempunyai supremum.
Misalkan x = supremumS.
Menurut aksioma urutan U3 terdapat tepat satu:

(a) x? < 3; (b) x> = 3 atau (c) x*> >3

2x+3

(@) jikax* <3 danx € Q maka —

€Q

. 2x+3
jelas bahwa > (4.1)

2 x* -3
(2"+3) -3 = ——"_<0, karenax*-3 <0dan (x +2)2 >0
X+2 (x+2)°

Sehingga (2;:23)2 <3 (4.2)
dari (4.1) dan (4.2) diperoleh x =sup S

(b) jika x* = 3 maka x £ Q (menurut soal no 6 latihan 1)

2x+3

. 2
(¢) jikax*>3danx € Q maka — €Q
2_
X — 2X+3 _ X 3>0,kc1r‘enc1x2—3>0dcmx+2>0
X+2 X+2
. 2X+3
sehingga x > 4.3
ggax > 7 (4:3)
dilain pihak,
x+3) 3-x?
3- (X = — =<0, karena3 — x* < 0dan (x +2)*2 >0
X+2 (x+2)
2x+3)’
. X+
sehingga >3 4.4
99 <x+2> (4.4)

dari (4.3) dan (4.4) diperoleh x =sup S
Dari ketiga kasus di atas supS = x £Q

Jadi Q tidak lengkap.
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Teorema B.4.5: Himpunan semua bilangan asli N lengkap.

Bukti:

Untuk membuktikan bahwa N lengkap. Harus ditunjukkan bahwa
setiap subset N yang terbatas di atas memiliki supremum.

Ambil sebarang M =N, dan terbatas di atas.

Berarti M terhingga, dan M memiliki elemen terbesar u.

Akibatnya u = sup M.

Jadi N lengkap.

. Contoh-contoh

Contoh C.4.1: JikaS; = {x eR| x <1} maka 2 batas atas dari S;,
sebab setiap s €S; berlaku s < 2. Dengan cara yang sama dapat
diperiksa bahwa x > 1 merupakan batas atas S;. Sedangkan O bukan
batas S;, sebab ada 1€ S; sedemikian hinggal > 0. Karena S,
memiliki batas atas maka S; disebut terbatas diatas. Tetapi S;
memiliki batas bawah, sehingga S, disebut tidak terbatas di bawah.
Contoh C.4.2: S, = {x eR|0 < x <1} ferbatas. Dengan batas
bawah x < 0 dan batas atas x > 1.

Contoh C.4.3: S; = {x eR*|x?>> 2} terbatas di bawah. Dengan
batas bawah x < V2.

Contoh C.4.4: S, = R tidak terbatas di atas.

Misalkan a batas atas dari R. Ambil a > 0 dan 1 > 0, sehingga a +
1 € R sedangkan a < a + 1. Kontradiksi dengan a sebagai batas atas
R. Dengan cara yang sama R tidak terbatas di bawah. Jadi R tidak

terbatas.
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Contoh C.4.5: Jika S; = & maka S; disebut terbatas di bawah atau

terbatas di atas atau tidak terbatas. Karena Ss himpunan kosong

maka tidak memiliki anggota, sehingga setiap bilangan real menjadi

batas bawah atau batas atas himpunan S5 atau bukan batas dari Ss.

Contoh C.4.6: Jika S; subset yang tak kosong dari R dan memiliki

elemen berhingga (finite) maka S; memiliki elemen fterbesar u dan

elemen terkecil v. Maka u = sup Sg danv = inf S, sedangkan kedua

elemen tersebut anggota S;.

Contoh C.4.7: S, = {x e R|0<x<1} jelas bahwa 1 batas atas dari

S, . Dapat ditunjukkan bahwa1l = sup S,. Sebab, jika v <1 ada

s’ € S, sedemikian hingga v < s’, sehingga v bukan batas atas S,.

Jadil = sup S,. (Menurut lemma B.4.1). Dengan cara yang sama

0 = inf S,, sedangkan O dan 1 anggota So.

Contoh C.4.8:S; = {x €R|0 <x < 1} mempunyai supremum 1 dan

infimum O, dan masing-masing bukan anggota S;.

Contoh C.4.9: Setiap bilangan real menjadi batas atas dari &,

sehingga & tidak memiliki supremum. Dengan cara yang sama & tidak

memiliki supremum.

Catatan:

(1) batas atas dan batas bawah suatu himpunan S dapat di muat
dalam S atau di luar S.

(2) supremum dan infimum dari S dapat di dalam atau di luar S.

(3) jika supremum S dimuat dalam S sering disebut maksimum S,

sedangkan infimum yang dimuat S disebut minimum S.



Pengantar Analisis Real | 53

D. Latihan 4

1.

10.

Misalkan S; = {x € R| x > 4}. Tunjukkan secara cermat bahwa
S: memiliki batas bawah dan tidak memiliki bats atas. Tunjukkan
bahwa inf S; = 1.

Misalkan S, = {x € R| x > 4}. Apakah S, memiliki batas bawah?
Apakah S, memiliki batas atas? Apakah sup S, ada? Apakah

inf S, ada? Buktikan pernyataan saudara.
Misalkan S; = {% |n e N }. Tunjukkan bahwa sup S; = 1 dan

inf S3 = 0.

1-(-1)"
n

Misalkan S, = { | n eN}. Tentukan sup S, dan inf S,.

Misalkan S subset yang tidak kosong dari R dan terbatas di
bawah. Buktikan bahwa inf S = —sup {—s |s &S }.

Jika S subset dari R yang memuat batas atasnya sendiri, maka
funjukkan batas atas tersebut merupakan sup S.

Misalkan S <R dan S =& funjukkan u € R batas atas dari
S merupakan supremum S jika dan hanya jika untuk setiap t € R
dant > umakat £S.

Misalkan S <R dan S =& Tunjukkan bahwa jika u = sup S, maka
untuk setiap n e N, u- 1/n bukan batas atas S, tetapi u + 1/n
batas atas dari S.

Jika sup S = inf S. Apakah yang dapat dikatakan tentang S?
Tunjukkan jika A dan B subset R dan terbatas, maka 4 B

terbatas. Tunjukkan bahwa sup (A UB) = sup {sup A, sup B }
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11. S adalah terbatas di R, dan S, S dan S, =& Tunjukkan bahwa
infS <inf Sy <sup Sy < sup S.

12. Misalkan S <R dan s*= supS termuat di S. Jika u g8,
tunjukkan bahwa sup (S v{u}) = sup (s * u)

13. Tunjukkan himpunan S < R yang finit dan tidak kosong
memuat supremum dan infimumnya. [Petunjuk: gunakan induksi]

14. Misalkan S <R dan S = &, tfunjukkan w merupakan inf S jika dan
hanya jika w memenuhi:(i) w < s, V5 € S dan (ii) jika w < z maka
ada s’ € S sedemikian hingga s’ < z.

15. Misalkan S <R dan S #&, tunjukkan bahwa w batas bawah dari S
merupakan inf S jika dan hanya jika untuk setiap ¢ > 0 terdapat

se € S sedemikian hingga s, <w + &
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BAB V
BEBERAPA KONSEKUENSI AKSIOMA KELENGKAPAN

A. Definisi dan Terminologi
Pengembangan dari aksioma kelengkapan ini dimulai pada akhir abad
XIX. Sehingga melahirkan beberapa konsekuensi dari aksioma
kelengkapan ini diantaranya adalah supremum dan infimum suatu
himpunan memenuhi sifat aljabar. Ketunggalan supremum dan
infimum suatu himpunan. Ketidak terbatasan bilangan Asli akibat
dari sifat Archimedes. Eksistensi V2 dalam R. Kepadatan bilangan
rasional dan irasional dalam R. Sifat kelengkapan equivalen dengan
sifat Dedekind’s.
Definisi A.5.1: Misalkan S cR,T <R dan p € R maka
() -S={-s|seS}
(i) S+T={s+t|seSteT}
(i) P+S={p+s|seS}
(iv) pS ={ps|s €S}
Definisi A.5.2: Misalkan S R, dan f fungsi yang bernilai real maka
f& ={fx)x€es}

B. Beberapa Teorema
Teorema B.5.1: Misalkan S R dan S =0,
(i) jika S terbatas di atas maka sup S tunggal.
(ii) jika S terbatas di bawah maka inf S tunggal.
Bukti:
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(i)

(if)

S terbatas di atas maka S memiliki supremum

Akan dibuktikan sup S tunggal.

Katakan u dan v’ masing-masing sup S

u = sup S maka u merupakan batas atas S

uw = sup S maka v’ merupakan batas atas S

u = sup S dan v’ batas atas S maka u <u’ (5.1)
u’ = sup S dan u batas atas S maka v’ <u (5.2)
dari (5.1) dan (5.2) diperoleh u = v’

S terbatas di bawah maka S memiliki infimum

Akan dibuktikan infimum S tunggal

Misalkan w dan w’ infimum dari S

w = inf S maka w merupakan batas bawah S

w' = inf S maka w’ merupakan batas bawah S

w = inf S dan w’ batas bawah S maka w’ <w (5.3)
w' = inf S dan w batas bawah S maka w <w’ (5.4)

dari (5.3) dan (5.4) diperoleh w = w’

Teorema B.5.2: Misalkan S R dan S = dan S terbatas maka:

(i) infS=—sup —S
(i) supS = —inf —S

Bukti:

(i)

w = infSmakaw <s, Vs €S
dariw <s maka —s < -w, Vs €S
Akibatnya -w merupakan batas atas —S (5.5)

w = inf S maka ¢ > 0 ada s’ € S sedemikian hinggaw + &> s’
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w+ e>s"maka-s" >-w — ¢
sehingga untuk ¢ > 0 ada —s’ € S sedemikian hingga
-5 >-w - ¢ (5.6)
dari (5.5)dan (5.6) diperoleh -w = sup-Satauw = —sup —§
Jadi inf S = —sup-S

(ii) Bukti sebagai latihan

Teorema B.5.3: Misalkan S <R, T R dan terbatas maka

(i) sup(S+T) =supS + supT

(i) inf(S+T)=infS+infT

Bukfi:

(i) Misalkanx = supSdany = supT
x = supSmakas < x, Vs €8S
y = supTmakat <y vt eT
s+t)<x+y),Ms+t)e S+T
sehingga x + y batasatasS + T (5.7)

Ambil sebarang & > 0 maka ~> 0

Karena x = sup S maka ada s’ € S sedemikian hingga

, &
s >x — —
2

Karena y = sup T maka ada t’ € T sedemikian hingga t’ > y — g

sehinggas’ +t' >x +y — ¢ (5.8)
dari (5.7) dan (5.8) diperoleh x + y = sup (S + T)
jadisup (S + T) = supS + supT

(ii) Bukti sebagai latihan
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Teorema B.5.4: Misalkan S <R terbatas dan p € R maka
(i sup(p+S)=p+ supS$

() inf(p+S) =p+infS

Bukti :

(i) u=supSmakas<u,VseSsS
Sehinggap E Rmakap + s<p + u, Vs €S
Berartip + u batas atas darip + S (5.9)
Akibatnyasup(p + ) <p + u
Misalkan v batas atas lain darip + Smakap + s <v, Vs €8S
Sehinggas <v-p, Vs €S
Karenau = supSmakau<v-pataup + u<v
Berartip + u <vdanv batasatasp + S  (5.10)
Dari (5.9)dan (5.10) diperoleh sup (p+S) = p+u=p+supS

(ii) Bukti (ii) analog (i), sebagai latihan

Teorema B.5.5: Misalkan S R terbatas dan p = 0 maka
() sup (pS) = psupS

(i) inf (pS) = pinfSs
Bukti:

(i) Jikap = 0makasuppS = sup{0} = 0 = Osup S
Jikap > 0, misalkanu = supSmakas <u, Vs € §
Sehingga ps < pu,Vs € Sataups <pu,V ps € pS
Berarti pu batas atas dari pS (5.11)

Ambil sebarang ¢ > 0 maka § >0
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Karena u = sup S maka ada s’ € S sedemikian hingga s’ > u —5
Sehinggaps’>pu — ¢
Akibatnya untuk sebarang &>0 terdapat ps’ € S sedemikian
hingga ps’ > pu — ¢ (5.12)
Dari (5.11) dan (5.12) diperoleh pu = sup pS
Jadi suppS = psup S

(ii) Bukti sebagai latihan

Teorema B.5.6: Misalkan S — R terbatas danp < 0 maka

(i) sup(®S) =pinfs
(i) inf (pS) = psupS
Bukti:

(i) Jikap = 0makasuppS = sup{0} = 0 = 0inf S
Jikap < 0, misalkanw = inf S makaw <s,Vs €S
dan ps < pw, Vps € pS
berarti pw batas atas dari pS (5.13)

Ambil sebarang ¢ > 0 maka f >0
Karena w = inf S maka ada s’ € S sedemikian hinggas’ <u + 5
Sehinggaps’ >pw — ¢
Akibatnya untuk sebarang ¢ > 0 terdapat ps’ € S sedemikian
hingga ps’ > pw — ¢ (5.14)
Dari (5.13) dan (5.14) diperoleh pw = sup pS
Jadi sup pS = pinf S
(ii) Bukti sebagai latihan
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Teorema B.5.7: (sifat Archimedes) jika x € R, maka terdapat
n, € N sedemikian hingga x < n,.

Bukfti:

Akan dibuktikan dengan kontradiksi.

Andaikan konklusinya salah, maka x adalah batas atas dari N.
Menurut aksioma kelengkapan N harus mempunyai supremum di R.
Misalkan u = sup N dan u € R,

Karena u- 1 < u berarti ada k € N sedemikian hingga u - 1 < k.
Tetapiu <k + 1dankarenak + 1 €N.

Ini kontradiksi dengan u batas atas N.

Jadi jika x € R, maka terdapat n, € N sedemikian hingga x < n,.
Corollary B.5.8: N tak terbatas di atas

Bukti:

Andaikan N terbatas di atas.

Maka ada x € R yang merupakan batas atas, yaitun < x ,vn € N.
Kontradiksi dengan sifat Archimedes.

Jadi N tak terbatas di atas.

Corollary B.5.9: Jikay,z € R*, maka:

(i) ferdapat n € N sedemikian hingga z < ny

(i) terdapatn € N sedemikian hingga 0 < =<y

(iii) tferdapat n € N sedemikian hinggan—-1<z <n

Bukti:

(i) Karena y dan z bilangan real positif maka x = i > 0.

Berartiadan € N sedemikian hingga x = i <n.
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Sehingga z < ny
(ii) Jika pada (i) z = 1 maka diperoleh 1 < ny.
Yang berimplikasi % <y
Karena~> 0, ¥h e N maka 0 <= <y
(iii) DidefinisikanM = {(meN |z <m}
jelas bahwa M = &, karena z bilangan real positif.
Misalkan n elemen terkecil dari M.
Makan- 1 ¢ M, sehinggan — 1<z <n
Teorema B.5.10: Terdapat bilangan real positif x sedemikian
hingga x* = 2
Bukti:
S ={seR|s 20,s*< 2}, jelas S =T, sebab 1> = 1< 2, jadi 1€ S
2% = 4 > 2, sehingga 2 batas atas dari S.
Akibatnya S terbatas di atas.
Menurut aksioma kelengkapan S harus mempunyai supremum.
Untuk membuktikan bahwa Terdapat bilangan real positif x
sedemikian hingga x* = 2, cukup dibuktikan bahwa sup S di R.

Misalkan x = supS.

(a) jikax?<2dan Z2eR
— a2
W2 _ = BHZox6) 27X o ) karena 2 - x2 > 0, dan
x+3 x+3 x+3
x+3>0.
jelas bahwa ZX2 > & (5.15)
X+

(3x+2)2_3 _ 7(x* - 2)

2 _ 2
— (x13) < 0,karena 7(x*-2) <0dan (x+3)*>0
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2
sehingga (£22)" <3 (5.16)

x+3

dari (5.15) dan (5.16) diperoleh x =sup S

(b) jika x2 > 2 dan 3x+2 - p
x+3
2_
X = 3;6:32 = xx+32>0, karena x*-2>0danx + 3 >0
H 3x +2
sehingga x > = (5.17)
dilain pihak,
2 )
3- (39):32) = 7(515)2) <0, karena7(2 — x*) < 0dan(x +3)*> 0
2
sehingga (Z22) > 3 (5.18)
99 x+3

dari (5.17) dan (5.18) diperoleh x =sup S
dari dua kasus tersebut maka tidak mungkin x* < 2danx?* > 2,

sehingga menurut aksioma urutan U3 haruslah x* = 2.

Teorema B.5.9 (sifat kepadatan bilangan rasional di R): Jika x
dan y bilangan real dengan x <y maka terdapat bilangan rasional
r sedemikian hingga x < r <.

Bukti:

Dengan tanpa mengurangi keumuman ambil sebarang x > 0.

Karena x <y maka y - x > 0, sehingga y—ix >0
Dengan sifat Archimedes ada n € N sedemikian hingga y%x <n

Sehingga 1 <ny- nxataul + nx <ny (5.19)
x> 0makanx >0

menurut corollary B.5.9(iii) ada m € N sedemikian hingga
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m—-—1<nx <m

sehinggam <nx + 1<m + 1 (5.20)

dari (5.19) dan (5.20) diperoleh m <nx + 1 <ny atau m <ny
dari nx < m dan m < ny maka nx < m < ny

sehingga x < % <y

dengan mengambil r = % jelas r bilangan rasional dan memenuhi

x <r <y.
Teorema ini menunjukkan bahwa bilangan rasional padat di R
(dense every where) artinya diantara dua bilangan real berbeda ada

tak hingga banyaknya bilangan rasional.

Corollary B.5.10(sifat kepadatan bilangan irasional di R): Jika x
dan y bilangan real dengan x <y maka terdapat bilangan irasional z
sedemikian hingga x <z <y.

Bukti:

x y
X <ymakaﬁ< -

5

. . . . x y
Akibat dari teorema kepadatan dari dua bilangan real 5 dan 5 dan

r #0.

. X y .
Diperoleh < r < = sehingga x <rv2<y

Dengan mengambil z = rv2 yang merupakan bilangan irasional maka
x <z <y

Teorema ini juga menunjukkan bahwa bilangan irasional padat

dimana-mana.
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C. Contoh-contoh

Contoh C.5.1: Misalkan S <R, dan f dan g fungsi yang bernilai real,

f(S) dan g(S) terbatas di R.

(i)  Jika f(x) < g(x)untuk setiap x € S maka sup f(S) < sup g(S)
Misalkan u = sup g(S) maka g(x) < u untuk setiapx € §
Karena f(x) < g(x) maka f(x) < g(x) <uuntuk setiapx € S
Sehingga u merupakan batas atas dari f(S)

Jadi sup f(S) <u = sup g(S)

(ii) Jika f(x) < g(¥) untuk setiap x,y € S maka sup f(S) < inf g(S)
Ambil y € S karena f(x) < g(y) untuk semua x € S maka g(y)
merupakan batas atas f(S)
sehingga sup f(S) < g(v)
karena sup f(S) < g(y) untuk semua y € S maka sup f(S)
merupakan batas bawah dari g(S)

Jadi sup £(S) < inf g(S)

Contoh €.5.2: S = {x ER|0<x <1}danf(x) = x*dang(x) = x.

Jelas bahwa f(x) < g(x) untuk setiap x € S.

f($) ={f(x): x eR} = {x €ER|0 <x < 1}

g(S) = {g(x): x ER} = {x€R|0 <x <1}

sehingga sup f(S) = 1; sup g(S) = 1; inf f(S) = 0dan inf g(S) = 0

dapat dilihat bahwa sup f(S) < sup g(S) (contoh C.5.1(i) berlaku)

sedangkan contoh C.5.1(ii) tidak berlaku (mengapa?)
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D. Latihan 5

1.

Gunakan sifat Archimedes dan corollary B.5.9(ii) untuk

membuktikan bahwa inf{% t:m €EN} =0

Misalkan S = {% - %ln,m € N }. Tentukan sup S dan inf S.

Misalkan S subset yang tidak kosong dari R. Buktikan bahwa

jika u € R memenuhi sifat:

(@) untuk setiapn € N,u - % bukan batas atas S, dan

(b) untuk setiap neN,u + %bams atas S, maka

u sup S (konvers dari latihan IV no 8)
Misalkan S subset yang tidak kosong dari R dan f:S —R
memiliki range terbatas di R. Tunjukkan bahwa jika p € R
teorema B. 5.4 mengimplikasikan:

@ sup{p+fx)|xeR} =p +sup{f(x)|x ER}
() inf{p+fx)IxeR) =p+inf{f(x)|x ER}
Misalkan S <R dan S =< dan f dan g didefinisikan pada S dan

memiliki range terbatas di R. Tunjukkan bahwa:

@ sup{f(x)+g)|xeS=ssup{f(x)|xeS} +
sup{g(x)|x €S}

b)) inf{f(x)[xeS}+sup{g)|xeS}=<inf{f(x) +
gx)[x €S}

berikan contoh bahwa setiap ketidaksamaan dapat sama atau

ketidaksamaan kuat.
Misalkan S = T = {x e R| 0 < x < 1}, didefinisikan h: SxT — R

dengan h(x,y) = 2x + y.
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10.

11.

(@) untuk setiap x €S tentukan f(x) = sup {h(x,y) |y €T}
maka tentukan inf {f(x) | x € S}

(b) untuk setiap y €T tentukan g(x) = inf {h(x,y) |x € S}
maka tentukan sup {g(y) |y €T}

bandingkan dengan hasil perhitungan (a)

Hitung seperti soal 6 dengan fungsi h: SxT — R didefinisikan

dengan

h(x,y) = 0 ija X<y
1 jika x>y

S dan T himpunan yang tak kosong dan misalkan h: SxT —R

memiliki range terbatas di R. Misalkan f: S —>R dan g:

T — R didefinisikan dengan :

f(x) = sup{h(x,y) |y €T}; g(y) = inf {h(x,y)|x €5}
Buktikan bahwa : sup { g(y) |y e T} < inf { f(x) | x € S}

S dan T himpunan yang tak kosong dan misalkan h:
SxT — R memiliki range terbatas di R. Misalkan f: S — R dan
g: T — R didefinisikan dengan :
f(x) = supth(x,y) |y €T}; g(y) = sup {h(x,y) | x € S}
Buktikan bahwa berlaku Principle of Iterated suprema:
Sup{h(x,y) |x €S,yeT} = sup{f(x) |x €S} =

sup{g(y) |y €T}
Diberikan x R tunjukkan bahwa ada n € Z tunggal sedemikian

hingga n—1<x<n
Jika y >0 ftunjukkan bahwa ada n € N tunggal sedemikian hingga
1/2" >y



12.

13.

14,

15.

16.
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Modifikasi argumen teorema B.5.10 untuk menunjukkan ada
bilangan real positif y sedemikian hingga y*> = 3

Modifikasi argumen teorema B.5.10 tunjukkan bahwa jika a > 0
ada bilangan real positif z sedemikian hingga z*> = a
Modifikasi argumen teorema B.5.10 tunjukkan bahwa ada
bilangan real positif u sedemikian hingga u®> = 2

Lengkapi bukti teorema kepadatan dengan mengubah
hipotesisnya x > 0.

Jika u>0 dan x <y, tunjukkan ada bilangan rasional r

sedemikian hingga x < ru < y. disini {ru: r € Q} padat di R.
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< blank >
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BAB VI
INTERVAL DAN DESIMAL
A. Definisi dan Terminologi
Suatu himpunan disebut terbatas jika himpunan tfersebut
mempunyai batas bawah dan batas atas, jika tidak demikian, maka
himpunan itu disebut himpunan tak tferbatas. Ide interval ini
secara alami dihasilkan dari adanya relasi urutan di R. Suatu interval
dapat dipandang sebagai himpunan titik-titik di garis real (R).
Definisi A.6.1: Jikaa,b € R dan a < b, maka:
(i) (a,b) = {x € Ria < x < b} disebut interval buka.
(ii) [a,b] = {x € Rta<x<b}disebut interval tutup.
(iii) [a,b) = {x eR:a <x <b} dan
(iv) (a,b] = {x € R:a < x < b} disebut interval setengah buka
(setengah futup)
(v) (a,a) = @ (interval yang merupakan himpunan kosong) dan
[a, a] = {a} merupakan singleton.
Untuk interval (i), (ii), (iii) dan (iv), a dan b masing-masing disebut
titik ujung interval dan keempat interval mempunyai panjang b — a.
Untuk interval (i), (ii), (iii), (iv) dan (v) disebut interval terbatas.
Definisi di atas dapat di ilustrasikan secara geometris sebagai
berikut:

) O
A% J

a b
Interval buka (a, b)
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a b
Interval tutup [a, b]

@ O
a b

Interval setengah buka [a, b)

O o
a b

Interval setengah buka (a, b]

Gambar 6.1: interval terbatas

Definisi A.6.2: Jika a € R, maka:

() (a,©) = {x € R:x > a} dan

(i) (—,a) = {x € R:x < a} disebut sinar buka (interval buka
tak hingga)

(iii) [a, ) == {x € R:x > a} dan

(iv) (—o0,a] = {x € R:x < a} disebut sinar tutup (interval tutup
tak hingga)

Untuk (i), (ii), (iii) dan (iv) a disebut titik ujung interval. Jika
himpunan R disajikan dalam bentuk interval maka dapat ditulis R =
(—0, ). Dalam hal ini tidak ada titik ujungnya. Untuk interval tak
terbatas digunakan lambang - dan « yang disepakati hanya sebagai

notasi dan keduanya bukan

I=1[0,1]=f{x € R:0 < x < 1}.

Dari definisi A.6.2. dapat diilustrasikan sebagai berikut:

anggota R. Interval satuan adalah
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O >
a

Interval buka tak hingga (a, «)

< O
a

Interval buka tak hingga (— a)

- >

Interval tutup tak hingga [a, «)

N ®
a

Interval tutup tak hingga (—x, a)
Gambar 6.2: interval tak terbatas
Definisi A.6.3: Suatu barisan interval I, unfuk setiagp n €N
disebut bersarang (nested) jika memenuhi syarat:
holz 2132 ... 2l Dl D -
Definisi di atas dapat diillustrasikan sebagai berikut:

- /i\ ™
—

—n
—
—l

i i l\ i 3 ]
I\/
AN 4 -
\I/
2

Gambar 6.3: interval bersarang
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Bentuk Biner

Misalkan x € [0, 1], akan dinyatakan x dalam barisan "0 dan 1" sebagai
berikut:

Pertama, interval [0, 1] dibagi menjadi [O,ﬂ dan E 1],

Jika x € [0, %] maka a; = 0 dan jika x € El] maka a; = 1,
sehingga diperoleh pertidaksamaan g <x< % +% atau % <x< % +%
Kedua, Sub interval kiri dibagi dua menjadi [Oﬂ dan Eﬂ

jika x € [O,ﬂ maka a, = 0 dan jika x € E%] maka a, = 1,

sehingga diperoleh pertidaksamaan

2%+2%Sx S%+2%+2% atau 2%+2i2+£x S%+%+2i2

sub interval kanan dibagi dua menjadi Eﬂ dan E 1]

jika x € Eﬂ maka a, = 0 dan jika x € El] maka a, = 0

sehingga diperoleh pertidaksamaan

S+ s SxS<gtStatau S+ S<xS o4+

Proses tersebut diteruskan hingga ke-n, dan jika x termuat dalam
sub interval kiri maka a, = 0 dan jika x tfermuat dalam sub interval
kanan maka a, =1. Melalui cara ini didapatkan suatu barisan
ai, dy, ..., Ay, ... Yang terdiri dari "0dan 1" yang berkorespondensi
satu-satu dengan barisan tersarang dengan elemen sekutu x. Untuk

setiap n diperoleh ketidaksamaan:

a a a a, 1
o B e . I B

2t 2 2" 28 2 2" 2
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Jika x adalah "titik bagi dua" pada proses ke-n maka x = ;n_n dengan

m ganjil. Pada kasus ini dapat dipilih sub interval kiri atau kanan,
sehingga a, = 0 atau a,, = 1, namun jika sub intervalnya telah dipilih
maka sub interval berikutnya pada proses selanjutnya dapat
ditentukan.

Misalkan dipilih subinterval kiri sehingga a,, = 0.

x adalah titik ujung kanan dari sub interval berikutnya, sehingga a; =
1untuk k = n + 1. Sebaliknya jika dipilih sub interval kanan sehingga
a, = 1 maka a, = 0 untuk k > n + 1.

Untuk x = % maka barisan yang mungkin unfuk x adalah
0,1,1,1,..atau 1,0,0,0, .., sehingga representasi biner dari x

adalah (0,a,a, ... a,_; 0111 ...)2 atau (0,a,a, ... a,_; 1000...),.

Bentuk Desimal
Secara geometris bentuk desimal serupa dengan bentuk biner, hanya

interval yang ada dibagi menjadi 10 subinterval. Jika x € [0, 1] maka
x akan termuat dalam interval [f—;,bl + %] dengan b, € {0,1,2,...,9}.

Jika x adalah salah satu titik batas, maka b, akan mempunyai dua

Doxel, 1

‘I . . -I. N
nilai dan dipilih hanya satu, sehingga 10 10 ' 10

dengan

b,e{0,1,2,..,9}.
Jika proses dilanjutkan dengan membagi subinterval yang dipilih
menjadi 10 subinterval sehingga didapat, b, b,,...,b,, .. dengan

0<b, <9 untuk setiap n eN.
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il+b—22+... "néxgil+b—22+...+ b”n+ 1n
100 10 10 100 10 10" 10

Sehingga untuk setiap

n € N. Dengan demikian representasi desimal x adalah O,
by by, ..., by, ... dan jika x =1 dan Be N maka B <x <B+1 dan x
adalah B, b, b,, ..., by, ... Dengan x - B adalah bentuk desimal.

Bentuk desimal dari x [0,1] adalah funggal kecuali x adalh titik

batas pada setiap subinterval pada suatu proses.

Misalkan x = untuk suatu n,m e N,1 <m < 10" diasumsikan m

n

bukan kelipatan 10.

Dengan demikian ada dua kemungkinan yaitu b, = 9 untuk k>n +
1maka x = 0,b,b, ... b, 999 ...atau x = 0,b;b, ... b, + 1000 ......
Misalkan x =% maka representasinya adalah 0,49999 ... atau x =

0,5000 ...

Desimal B,b,b, ... b, ... dinamakan periodik jika terdapat bilangan
asli k dan m sehingga b,, = b, ., untuk setiap n >k. Artinya blok digit
ardgs1 - axem—1 Terulang mulai digit ke-k. Bilangan m tferkecil
dinamakan periode desimal.

Misalnya gz 0,2159090 ...90 ... mempunyai periode 2 dengan blok
pengulangan 90 mulai dari digit ke—4.

Bilangan real positif merupakan bilangan rasional jika dan hanya jika

desimalnya periodik.
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B. Beberapa Teorema
Teorema B.6.1: Jika I, = [a,, b,],n € N, adalah barisan interval
tutup terbatas tersarang maka ada bilangan & € R sedemikian
hingga & € I, untuk setiapn € N.
Bukti:
Karena I, barisan interval tutup terbatas tersarang maka I, c I,
untuk semuan € N.
Sehingga a, <b untuk setiap n € N.
Berarti { a, | n € N} terbatas diatas.
Karena {a,|n € N} #Jdan terbatas di atas maka mempunyai
supremum.
Misalkan & = sup {a, |n €N }.
Jelas a,, < &untuk setiapn € N
Sekarang di klaim bahwa & < b, untuk setiapn € N.
Ini di penuhi jika untuk suatu n, b, adalah batas atas dari
{ax| k €N }.
Ditinjau dua kasus, yaitu (i) n <k dan (ii) n >k
(i)  Untukn <k
jikan <k maka I, oI
karena I,, oI, maka a; <b, <b,
(i)  untukn >k
jikan >k maka I, o1,
karena I, o1, maka a, <a, <b,

Dari dua kasus di atas maka a, <b,, untuk setiap k.
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Sehingga b,, adalah batas atas dari himpunan {a;| k € N }

Karena b, adalah batas atas{ay|k € N} maka &<b, untuk
setiagpn e N

Berarti a, < £dan & < b, sehingga ¢ € I, untuk setiap n e N.

Jadi jika I, = [ay, b,],n € N, adalah barisan interval tutup terbatas
tersarang maka ada bilangan & € R sedemikian hingga ¢& € I, untuk

setiapn e N.

Teorema B.6.2: Jika I, = [a,, b,],n €N, adalah barisan interval
tutup terbatas tersarang, sedemikian hingga panjang I, =
b, - a, berlaku Inf { b, - a,|n eN} = 0

maka terdapat bilangan & dimuat I,, yang tunggal.

Bukti:

Karena I, = [a,, b,],n €N, adalah barisan interval futup fterbatas
tersarang maka I, cI; untuk setiap n e N.

Karena I, cI; maka b, > a,untuk setiap n e N maka {b,|n eN}
terbatas di bawah.

Sehingga { b, | n € N } memiliki infimum.

Misalkan n = inf { b, |n e N }

Jelas bahwa 7 < b, untuk setiap n e N.

Di klaim bahwa a,, < 7 untuk setiap n e N.

Hal ini dapat ditunjukkan sebagai berikuft:

Untuk suatu n, a,, adalah batas bawah dari { b, | k € N }.

Ditinjau dua kasus, yaitu (i) n < k dan (i) n > k:
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(i) Untukn<k
jikan < k maka I, oI
karena I,, oI, maka a,, < a; < by
(ii) untukn >k
Jikan >k maka I, o1,
karena I, o1, maka a,, < b, < by,
Dari dua kasus di atas maka a,, < b, untuk setiap k.
Sehingga a,, adalah batas bawah dari { b, | k e N }
Karena a,, adalah batas bawah dari { b, | k € N } maka a,, < 1 untuk
setiap n €N.
Berartia, < ndann<b,ataua, < n<b,,
sehingga 1 €I, untuk setiap n € N.
Dari teorema B.6.1 telah ditunjukkan bahwa & = sup {a, |n e N}
sedangkan n = inf { b, | n € N } sehingga & <n untuk setiap ne N
Sekarang akan di tunjukkan bahwa :
x € I, untuk setiap n e N jika dan hanya jika & <x<n
(i) xel,untuk setiap n e N maka a, < x<b,
karena & = sup{a,|neN}maka & <x
karenan = inf{b, |[ne N}makax < 7
sehingga & <x <mnataux € [§,n]
(i) xe[gm]maka& <x <n
karena £ <x <ndana, < £<b, sertaan < n < bn
sehingga a,, < & < x <n <b, untuk setiapn € N

jadia, < x <b,ataux €1,
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dari (i) dan (ii) disimpulkan bahwa (1, = [&, 0]

Jika Inf {b, - a,|n e N} = 0maka untuk setiap £¢>0 terdapat n
sedemikian hingga 0 <7 — & <b, - a, <¢
Sehingga menurut Teorema B.2.8 n — & = 0 atau n = &adalah

satu-satunya titik yang dimuat I, untuk setiap n € N.

C. Contoh-contoh

Contoh C.6.1: [, = [0,%] untuk n € N. Jelas bahwa I, merupakan

barisan interval tersarang, karena I, o I,,,; . (lihat gambar di bawah)

I
A
- N
I3
A
( A
[ I I | 1
L J 1 ] J
1 1
O 5 2 :
L4 Y,
Y

I

Gambar 6.4: interval bersarang I, = [0,%] untfuk n e N

Selanjutnya dapat ditunjukkan bahwa ﬁ I, = {0}.

n=1

(i) xe[)!, makax eI, untuk setiap n e N,

n=1
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karena x € I,untuk setiap n e N maka 0 < x < 1/,
karena % > 0 maka ambil ¢ = %
Sehingga diperoleh 0<x<e¢, menurut teorema B.2.8 x = 0,
berarti x = 0 € {0}
(ii) vy e{0}dan % >0 maka 0 <y < % untuk setiap ne N
berartiy € I, untuk setiapn e N

Dari (i) dan (ii) didapat N,-, I, = {03.

Contoh C.6.2: {2}c(2-— %,2 + %) untuk setiap n e N. Misalkan
y # 2 maka A % 2+ %) untuk setiap n e N. Hal ini dapat
ditunjukkan sebagai berikut:

y#2 maka |y — 2| #0,

sehingga terdapat m € N sedemikian hingga |y — 2| >i (Corallary
B.5.9(ii))

jadiye 2—=,2+-)

Contoh C.6.3: jika x = 7,31414..14.. maka 1000x =

7314,1414 ...dan 10x = 73,141414 ...

7241
990

Sedangkan 1000x - 10 x = 7241, sehingga x =
D. Latihan 6
1. Interprestasikan secara geometris himpunan-himpunan titik
berikut:

(a) {xeR|x*<1}
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(b) {xeR|0<x<2}
() {xeR|0<x%<2}
(d {xeR|x>0,x?><3}
(e) {x=_|neN}

2. Jika I = [a,b] dan I' = [a’,b’] adalah interval tutup di R,
tunjukkan bahwa jika I I’ jika dan hanya jika a’<a dan b <b’.

3. Jika S cR tidak kosong, tfunjukkan bahwa S terbatas jika dan
hanya jika ada interval tutup terbatas I <R sedemikian hingga
Scl.

4. Jika S cR tidak kosong terbatas, dan I; adalah interval I; =
[inf S,sup S]. Tunjukkan bahwa Sc g . Demikian juga jika J
adalah interval tutup terbatas pada R sedemikian hingga S </,
tunjukkan bahwa I <.

5. Tunjukkan bahwa jika I, o1, ol3> .. o1, 21,41 2 ..adalah
barisan interval tersarang di R, dan jika I, = [a,b,] maka
a, <a; <..<a,<..dan b;>b,>..>b,> ...

6. Misalkan I, = [O,ﬂ untuk n € N. Buktikan bahwa jika x >0

maka x ¢ ﬁln

n=1
7. Buktikan bahwa jika J, = (0,%) untuk n e N, maka N-,J, = 9.
Buktikan bahwa jika K, = (n,) untukn e N, maka Ny, K, = @

8. Gunakan notasi dalam pembuktian feorema dan  untuk

menunjukkan bahwa n € (O'O] I,. Dan juga [&,n] = ﬁ I,

n=1



10.

11,

12.

13.
14,
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Komplemen dari suatu interval adalah interval jika dan hanya
jika interval tersebut tak tferbatas. Apakah pernyataan
tersebut benar? Jika ya, buktikan dan jika tidak berikan contoh
penyangkalnya.

Jika A dan B dua interval dan A »B memuat paling sedikit
sebuah elemen maka A B dan A »B merupakan interval.
Apakah pernyataan tersebut benar? Jika ya, buktikan dan jika
tidak berikan contoh penyangkalnya.

Jika A dan B dua interval dan A "B = &'maka AUB danAn B
bukan merupakan interval. Apakah pernyataan tersebut benar?
Jika ya, buktikan dan jika tidak berikan contoh penyangkalnya.
Tunjukkan bahwa jika

a a2 a b b
£+_+...+_n=_1+_2

bm
+-+—%*0
102 100 10 102 10m

dengan ak dan bk anggota {0, 1, ...,9} maka n =m dan a, = by
unfuk k = 1,2,..,n

Ekspresikan % dan % sebagai bilangan desimal yang periodik
Tentukan bilangan rasional yang dinyatakan sebagai bilangan

desimal yang periodik 1,25137...137... dan 37,14653 ... 653 ...
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< blank >
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BAB VII
BEBERAPA KONSEPSI TOPOLOGI DI R
A. Definisi dan Terminologi
Definisi A.7.1: Neighborhood dari titik xeR adalah suatu
himpunan V yang memuat ¢ — neighborhood dari x,
V.(x) = (x — &, x + €) untuk suatu >0.
Definisi A.7.2: Suatu himpunan G dan F subset R.
(i) G adalah buka pada R jika untuk setiap x € G terdapat
neighborhood V dari x sedemikian hingga V cG.
(ii) F adalah tutup pada R jika F¢ = R/ F adalah buka pada R
Secara simbolik dapat ditulis:
G,F cR. (i) G buka pada R & (VxeG)(3V)V <G, (ii) F tutup pada
R © F¢ = R\F buka pada R.
Untuk menunjukkan bahwa G < R himpunan buka pada R, cukup
ditunjukkan untuk setiap titik di G mempunyai suatu &—
neighborhood yang termuat di G. Secara simbolik dapat ditulis
G buka pada R & (VxeG)(3e>0) (x —e,x+ )G
Untuk menunjukkan F <R himpunan tutup pada R, cukup
ditunjukkan untuk setiap titik y ¢F ada suatu ¢ —neighborhood
yang saling lepas (disjoin) terhadap F. Secara simbolik dapat ditulis:
F tutup pada R © (VxgF)(Je> 0).FNn(y—¢e,y+¢e) = &
Definisi A.7.3: Suatu himpunan S subset R. Suatu titik ¢ € R

adalah titik cluster dari S jika setiap &—neighborhood dari c,
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Vo(c) = (c — ¢+ ¢) memuat paling sedikit satu titik S yang berbeda
dengan c.
Secara simbolik dapat ditulis:
¢ R titik cluster S © (VVs(C))VS(C) NnNS-{co
dari definisi di atas jelas dikatakan ¢ € R, sehingga titik cluster dari
S dapat anggota S atau bukan anggota S.
Definisi A.7.4: Suatu himpunan S subset R. Suatu titik x € R
adalah titik interior dari S jika ada &—neighborhood dari x,
V.(x) = (x — &x + &) sedemikian hingga V,(x) c S.
Definisi A.7.5: Suatu himpunan S subset R. S° adalah interior dari
S jika S° merupakan gabungan semua himpunan buka yang termuat di
S.
Definisi A.7.6: Suatu himpunan S subset R. Suatu titik x € R
adalah titik boundary dari S jika setiap &— neighborhood dari x,
V.(x) = (x — §x + &) memuat titik S dan S¢.
Definisi A.7.7: Suatu himpunan S subset R. S adalah closure dari
S jika S merupakan irisan semua himpunan tutup yang memuat S.
Definisi A.7.8: Himpunan Cantor F adalah irisan himpunan
F,,n € N, F, diperoleh dengan menghapus sepertiga himpunan buka
bagian tengah yang dimulai dari I = [0, 1].
Dari definisi di atas dapat dideskripsikan sebagai berikut.

0 1

F1
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F2

F3

Fa

Gambar 7.1: Konstruksi himpunan Cantor
I = [0,1] setelah dihilangkan (1/3,2/3) diperoleh :
F, = [0,1/3]U[2/3,1]
Dengan menghilangkan kedua bagian tengah dari F; diperoleh
F, = [0,1/9]U[2/9,1/3]U[2/3,7/9] U[8/9,1]

Jelas bahwa F2 diperoleh dari gabungan 22 interval tutup yang setiap

k (k+1)
327 32

intervalnya adalah [ ] Sehingga jika proses tersebut

diteruskan maka akan diperoleh F,. Dan F, dapat dikontruksi dari
gabungan 2" interval tertutup [k/3n, (ke + 1)/ 3n].

Pernyataan terakhir dapat dibuktikan dengan menggunakan induksi

matematika.

. Beberapa Teorema

Teorema B.7.1: (Sifat Himpunan Buka)

(i) Gabungan sebarang koleksi himpunan-himpunan bagian  buka
dari R adalah buka.

(ii) Irisan sebarang koleksi  berhingga  himpunan-himpunan
buka adalah buka.

Bukti:
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(i)

(if)

Misalkan {G, | AeA} keluarga himpunan buka pada R dan

¢ = [JG,

AelA

Ambil sebarang x € G, maka x € G; untuk suatu AeA.
Selanjutnya karena G himpunan buka, maka terdapat
neighborhood V sehingga V c G, .

VoG, danG,c G, makaV <G.

Karena x € G sebarang, maka G buka di R.

Misalkan G, ,G,,...,G, adalah himpunan-himpunan buka dari R
dan G = ()G, .
k=1

Ambil sebarang x € G, berarti x € G, , untuk setiap k dengan
k=12,..,n,

Karena G, buka untuk setiap k maka ada &, sedemikian
(x—¢&,x+ &) c Gy.

Ambil ¢ = inf{g |k = 1,2,..,n} maka (x—&,x+¢&) < G
untuk setiap k.

Sehingga (x — ¢,x + ¢) < Gy G.

Karena x diambil sebarang elemen di G maka G buka.

Teorema B.7.2: (Sifat himpunan tutup)

()

(if)

Bukfti :

Irisan dari sebarang koleksi himpunan tutup pada R adalah
tutup.
Gabungan dari sebarang koleksi berhingga himpunan-

himpunan tutup pada R adalah futup.
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0) Jika {F;| AeA} adalah keluarga himpunan tutup pada R dan

F = (F, , maka  F°=|JFS yang merupakan gabungan

JeA P
himpunan buka.

Menurut Teorema B.7.1(i) maka F¢ buka.
Karena F¢ buka maka F tutup.

(i)  Misalkan F,, F,,..., E, adalah himpunan-himpunan tutup di R
dan F = LnJFk
k=1

Sehingga F¢ = F{ n F{ n...n Ff (identitas De Morgan)

F, himpunan tutup untuk setiap k maka F buka

Sehingga menurut teorema B.7.1(ii) F€ buka

Karena F€¢ buka maka F tutup.
Teorema B.7.3: (Ciri Himpunan Buka) Suatu himpunan bagian R
adalah buka jika dan hanya jika himpunan itu merupakan gabungan
sebanyak countable interval-interval buka yang disjoin pada R.
Bukti: (=)
Misalkan G subset tidak kosong R dan G buka pada R.
Untuk setiap x € G didefinisikan A, = {a € R|(a,x] =G}, dan
B,={beR|[x,b)cCG}
Karena G buka, akibatnya A,= &'dan B, # &
Jika A, terbatas di bawah, pilih a, = inf A4,.
Jika A, tak terbatas di bawah, maka a, = — «
(ax £ G pada kedua kemungkinan di atas).

Jika B, terbatas di atas, pilih b, = sup B,.
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Jika B, tak terbatas di atas, maka b, =

(b, £ G pada kedua kemungkinan di atas).

Definisikan I, = (a, by ), sehingga I, suatu interval buka yang
memuat x.

Akan dibuktikan bahwa I,.c G.

Ambil y € I, sebarang.

Karena x € G maka kemungkinannya adalah :

y =xatauy < xatauy > x

Jikax = y,dan x e G maka y €G.

Jika y < x, maka dari definisi a, , ada a'€4,, a' < y sedemikian
hingga y e (a',x] cG.

Jika y > x, maka dari definisi b, ,ada b'eB,,y < b' sedemikian
hingga y €[x,b") cG

Karena y €I, sebarang, maka I cG.

Karena x € G sebarang, maka U, I, < G.

Selanjutnya karena x € G sebarang, ada I, sedemikian hingga x €
L,cG, maka G c U, I, dengan demikian G = U,eq I,

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa jika x, y di 6 dan x # y maka
salah satu dipenuhi I, = I, atau NI, = &

Misalkan : I, I, # &, akan ditunjukkan berlaku I, = I,.

jikaz el,nI, ,makaz €1, danz €1l,.

Karena z € I, akibatnya a, <z < b, (7.1)

Karena z € I, akibatnya a, < z <b, (7.2)

Dari (7.1) dan (7.2) diperoleh a, <z <b, dana, <z <b,.
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Akan ditunjukkan bahwa a, = a, dan b, = b,.

Andaikan a, # a, berdasarkan sifat trikotomi terjadi kasus

berikut:

(i) Jika a,<a, maka a, € (a,b,)=1,c G, hal ini
bertentangan dengan a, £ G.

(i) Jika ay,>a,, maka a,€(a,b,)=1LcG, hal ini
bertentangan dengana, # G.

Karena (i) dan (ii) tidak dipenuhi, akibatnya satu-satunya yang

dipenuhi adalah a, = a, .

Dengan cara yang sama diperoleh b, = b, .

Dengan demikian jika I,V I,# I maka I,, = I,

Selanjutnya karena kerapatan bilangan rasional pada R, Akibatnya

setiap interval pasti memuat bilangan rasional. Untuk setiap

interval I , jika diambil sebuah bilangan rasional, maka setiap

interval mempunyai pasangan tunggal bilangan rasional, sedangkan

bilangan rasional itu countable, dengan demikian G merupakan

gabungan sebanyak countable dari interval-interval buka yang

disjoin.

(<)

Misalkan himpunan G merupakan gabungan sebanyak countable

interval-interval buka yang disjoin pada R.

Menurut teorema B.7.1(i) maka G buka.



90 | Bab VII Beberapa konsepsi topologi di R

Teorema B.7.4:(Ciri Himpunan Buka) Suatu himpunan bagian R
adalah tutup jika dan hanya jika himpunan itu memuat semua titik
cluster — nya.

Secara simbolik :

F cR adalah tutup & (Vc titik cluster) c €F.

Bukti (=):

Misalkan F himpunan tutup pada R dan x titik cluster dari F. Akan
ditunjukkan bahwa x €F.

Andaikan x £ F, berarti x e F¢ , dengan F¢ adalah himpunan buka,
maka ada V,(x) sedemikian hingga V,(x) c F°¢ .

Akibatnya V.(x) nF = &

Karena V,(x) NF = JmakaV,(x) hF — {x} = &

Hal ini bertentangan dengan x titik cluster.

Jadi haruslah x € F.

Bukti (<):

Misalkan F <R yang memuat semua titik clusternya.

Akan ditunjukkan bahwa F¢ buka.

Ambil y € F¢ sebarang, y bukan titik cluster dari F.

Oleh karena itu ada neighborhood V,(y),

untuk suatu & > 0 sedemikian hingga V.(y) NF — {y} = &

Tetapi y e F¢,dan V.(y) c F€.

Karena y € F¢ sebarang, akibatnya F¢ buka pada R.

Dengan demikian F futup pada R
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Teorema B.7.5: Total panjang interval yang dihapus adalah 1.
Bukti:

Panjang interval yang dihapus pada F; = 1/3

Panjang interval yang dihapus pada F, = 2(1/3%)

Misalkan total panjang yang dihapus adalah P maka

P = 1+£+...-|r 2 +

1&(2)
3ttt g 32@

Dengan menggunakan rumus deret geometri tak hingga diperoleh

Jadi F adalah subset interval satuan I yang komplemennya di I
memiliki panjang 1.

Teorema B.7.6: Himpunan Cantor F tidak memuat himpunan buka
yang tak kosong.

Bukti :

Andaikan F memuat himpunan buka yang tak kosong.

Misalkan I = (a,b) danI cF,, untuk setiagp n e N.

Berarti 0 <b — a <(2/3")

Sehingga b — a = 0, yang merupakan panjang himpunan kosong.
Sehingga I = &, kontradiksi dengan pengandaian.

Jadi F tidak memuat himpunan buka yang tak kosong.

Teorema B.7.6: Himpunan Cantor F memiliki titik sebanyak

takhingga.
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Bukti:(sebagai latihan)
C. Contoh-Contoh
Contoh C.7.1: R = (— o,+ «) adalah himpunan buka.
Untuk menunjukkan R adalah buka, ambil sebarang x €R dan
misalkan pilih ¢ = 1, sehingga (x —1,x +1) cR. Jadi R adalah
himpunan buka.
Contoh C.7.2: G = {x eR|0<x <2} adalah himpunan buka.
Untuk sebarang x € G dan pilih ¢ = inf {x,2 — x}.
Akan ditunjukkan : (x — x4+ ¢) cG.
Ambilu € (x — gx+ &) maka |u — x|<e
lu—xl<ee x—s<u<x+e¢
Misalkan: ¢ = x
Jika e = x dan x — e<u <x + & maka x —x <u <x +x.
x—x<u<x+x < 0<u<2x. (7.3)
& = inf {x,2 — x} berarti x <2 — x.
X<2—x2x <2 (7.4)
Dari (7.3) dan (7.4) didapat:
0<u<2x dan 2x <2 = 0<u <2 (7.5)
Misalkan ¢ = 2 — x
Jikae =2 — xdanx —e<u <x+ ¢ maka
x — 2=-x)<u<x + 2—x)=2x—2<u<2 (7.6)
& = min{x,2 — x} berarti 2 —x <x.
2—x<x <0<2x—2 (7.7)

dari (7.6) dan (7.7) didapat :
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0<2x — 2dan2x — 2<u<2=0<u<2 (7.8)

Dari (7.5) dan (7.8) didapat bahwa: u € G.

Karena sebarang u e (x —¢,x +¢) berakibat u G,  hal ini
menunjukkan bahwa (x — ¢ ,x + ¢) cG.

Jadi G adalah himpunan buka.

Contoh C.7.3: Sebarang interval buka I = (a,b) adalah himpunan
buka. Dengan cara yang sama contoh diatas untuk sebarang x €I, pilih
e=inf{x—a,b—x}.

Sehingga dapat ditunjukkan bahwa (x —¢,x + &) 1.

Ambil sebarang u e (x — ¢,x + ¢)

Akan dibuktikan bahwa u 1.

uelx—¢cg,x+e) @2x—¢ <u<x+e¢

Misalkan ¢ = x — a,

x—e<u<x+e dane=x—amaka x—(x—a)<u< x+ (x—a)
x—(x—a)<u<x+(x—-a)sa<u<2x—a (7.9)
& = inf{x—a,b—x} berartix —a < b—x.
x—a<b—-xe2x—a<b (7.10)

Dari (7.9) dan (7.10) didapat:

a <u<2x-—a,dan2x —a<b=a<u<b (711)

Misalkan ¢ = b —x,

x—e<u<x+¢ dane = b — x maka

x—(b—x) <u<x+b—x.
x—(b—x)<u<x+b—-x<2x—b < u<b (712)

& = inf{x—a,b—x} berartib—x < x—a.
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b—x <x—a<a<22x-—b (7.13)

Dari (7.12) dan (7.13) didapat:

2x—b <u<b dan a < 2x—-b = a < u < b(7.14)

Dari (7.11) dan (7.14), diperoleh a < u < b, sehingga u € I.
Karena sebarang u € (x — ¢,x + ¢) berakibat u €1,

hal ini menunjukkan bahwa (x — ¢,x + ¢) 1.

Jadi I = (a,b) adalah himpunan buka pada R.

Contoh C.7.4: A ={xeR|0< x <1V x = 2} adalah bukan
himpunan buka.

Ambil 2 € A dan ¢ = % maka ¢ — neighborhood V,(2) = (2 — &2 + ¢)
¢ A, sehingga terdapat % — neighborhood 2 tidak termuat pada A.
Jadi A bukan himpunan buka.

Contoh C.7.5: B={1/n| n € N } bukan himpunan buka. Untuk
n=1maka1/1 = 1 eB. Tetapi ada % — neighborhood 1 yaitu V,,(1)
dan V., (1) ¢ B.

Contoh C.7.6: [ = [0,1] adalah bukan himpunan buka. Untuk
menunjukkan cukup dicari suatu x eI sedemikian hingga ¢—
neighborhood nya tidak termuat di I.

Pilihx =0 € I, sehingga dapat ditemukan u € (—¢, ¢), untuk suatu
e> 0 yaitu —¢< u < 0, tetapi u I, karena &— neighborhood 0
tidak fermuat di I.

Dengan demikian tidak memenuhi definisi himpunan buka. Jadi I

adalah bukan himpunan buka.
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Contoh C.7.7: [ := [0,1] adalah himpunan tutup. Sesuai definisi,
berarti cukup ditunjukkan bahwa I¢ adalah himpunan buka. Ambil
sebarang y €1¢, berartiy 1.

Misalkan y < 0, pilih ¢ = |y|.

—ey+e) =0y +yh=@y0cic (7.15)
Misalkany > 1, pilih e = y —1.

(yv—e,y+e) = (1,2y—1)clI¢ (7.16)

Dari (7.15) dan (7.16), fernyata bahwa I adalah himpunan buka atau
INn(y—¢ y+¢ = &, sehingga menurut definisi I adalah

himpunan tutup.

Contoh C.7.8: Himpunan H = {x e R|0 <x < 1} adalah tidak
buka dan tidak tutup.

Akan ditunjukkan H tidak memenuhi definisi A.7.2(i)

Pilihx = 0eH,dane¢ = Yamaka ada(x — ¢, x+¢) = (— %, %) ¢ H.
Dengan demikian H tidak buka. (7.17)

Pillhy = 1eH®, dan ¢ = Yamaka ada (x—¢, x+¢) = (— %, %)
¢ H¢. Dengan demikian H® tidak buka.

Akibatnya H tidak tutup. (7.18)

Dari (7.17) dan (7.18), disimpulkan bahwa H tidak buka dan tidak

tutup.

Contoh C.7.9: Himpunan kosong adalah himpunan buka di R.
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Untuk menunjukkan bahwa himpunan kosong adalah  buka,
perhatikan definisi berikut:

G buka & (VxeG) (3e>0) (x — ¢, x+ &) G,

yang ekuivalen dengan

G buka © [(Vx)xeG = (Fe>0)] (x— ¢, x+ &) <G,

Bila 6 = @ didapat

D buka © [()x ed=> (Fe0)](x— ¢, x+ &) T,

Pernyataan x €& salah (karena & tidak memiliki anggota),
Sehingga pernyataan :

[(Vx) x eD= (Fe>0)] (x — &, x + ¢) <& selalu bernilai benar.
Karena pernyataan ini berlaku untuk setiap x € R, maka dapat
ditulis:

D buka < [(Vx)x e@= 3e>0)] (x—¢, x+¢)c&, juga benar
berakibat pernyataan &'buka benar.

Jadi & adalah himpunan buka.

Contoh €.7.10: Himpunan semua bilangan real R, dan & adalah
himpunan buka dan sekaligus tutup di R. Karena ¢ = R, dan R buka
akibatnya & tutup. R ¢ = & dan & buka akibatnya R tutup.

Contoh €.7.11: Misalkan G, = (0,1 + 1/n) untuk setiapn e N. Jelas

bahwa G,, buka untuk setiap n e N. Tetapi G = ﬁGn = (0,1] tidak
n=1
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buka. Jadi Irisan sebanyak tak hingga himpunan buka di R tidak

harus buka.

Contoh C.7.12: F, = [1/n,1] untuk n e N. Jelas bahwa F, tutup

untuk setiap n eN. Tetapi F=|JF, = (0,1] tidak tutup. Jadi

n=1
Gabungan sebanyak tak hingga himpunan tutup di R tidak harus

tutup.

Contoh C.7.13: Jika S = (0,2) maka setiap titik pada interval
tutup [0,2] merupakan titik cluster S. Jelas bahwa ftitik O dan 2

bukan anggota S tetapi merupakan titik cluster S.

Contoh C.7.14: Himpunan terhingga tidak memiliki titik cluster.

(mengapa?)

Contoh C€.7.15: Himpunan bilangan asli N, tak hingga tetapi tidak
memiliki titik cluster. Karena untuk setiap n € N dapat ditemukan
V.(n) = (n—gn+ ¢) sedemikian hingga V.(n) NN - {n} = &, yaitu
dengan mengambil ¢ = %. Begitu juga untuk x R dan x #n maka
dapat ditemukan ¢ > 0 sedemikian hingga V.(x) N N - {x} &

Jadi N tidak memiliki titik cluster.
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Contoh C.7.16: A = {1/n|n N} hanya memiliki titik cluster O.
Sebab untuk setiap >0 dapat ditemukan angota A yang lain selain O

yang termuat dalam (—¢, ¢).

Contoh C.7.17: S = [1,2] maka titik-titik ujung interval yaitu
1 dan 2 bukan titik interior S. Karena (Ve>0)V,(1) = (1—g1+ &)
¢ S. Dengan cara yang sama titik 2 bukan titik interior S. Tetapi
untuk setiap u €(1,2) merupakan titik interior S. Karena untuk
setiap u €(1,2) dapat ditemukan &—neighborhood dari u
sedemikian hingga (u — su + ¢) S, dengan mengambil ¢ = min{u —
1, 2 —u}.

Contoh C.7.18: S = (1,2] makaS°® = (1,2). (mengapa?)

Contoh C.7.19: A = {x eR|x= 0v1 <x <4} maka titik-titik O,
1 dan 4 merupakan titik boundary A. Karena untuk setiap & > 0,
V.(0) = (—& &) memuat titik A dan A¢. Dengan cara yang sama dapat
ditunjukkan bahwa ¢>0,V,(1) = (1— g1+ ¢ dan V,(4) = (4 — g4 +

£) memuat titik A dan A°.
Contoh C.7.20: S = (0,1] maka 5 = [0, 1] (mengapa?)
D. Latihan 7

1.  Jika x €(0,1) dan ¢ = min {x,1 — x}. Tunjukkan jika |u — x| <¢

maka u € (0, 1).
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Tunjukkan bahwa interval (a, ©) dan (—«,a) adalah buka, dan
interval [a, «) dan (—, a] adalah tutup.
Tulislah bukti sifat himpunan buka (ii) dengan menggunakan

induksi matematika.

Buktikan bahwa jika G, = (0,1 + 1/n) untuk n € N maka ﬁGn

-1
= (0,1]

Tunjukkan bahwa himpunan semua bilangan asli N adalah tutup.
Tunjukkan bahwa A = {I/n | n € N } tidak tutup, tetapi A U {0}
himpunan tutup.

Tunjukkan bahwa himpunan bilangan rasional Q tidak buka atau
tidak tutup.

Tunjukkan bahwa jika G himpunan buka dan F himpunan tutup
maka G/ F adalah himpunan buka dan F/G adalah himpunan
tutup.

Tunjukkan bahwa 4 <R buka jika dan hanya jika setiap fitik di
A merupakan titik interior A.

Tunjukkan bahwa setiap himpunan 4 dan A€ memiliki tepat sama
titik boundary.

Tunjukkan bahwa G < R himpunan buka jika G tidak memuat
titik boundary-nya.

Tunjukkan bahwa F < R himpunan tutup jika F memuat semua
titik boundary-nya.

Jika A c R maka tunjukkan bahwa A° adalah himpunan buka dan

A° merupakan himpunan buka terbesar yang dimuat A.
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14,

15.

16.

17.
18.

19.

20.

21.

22.
23.

24.

25.

Tunjukkan bahwa titik z e A° jika dan hanya jika z titik
interior A.

Misalkan A dan B subset R. Tunjukkan bahwa

(a)A°c A

(b)(4%)° = A°

(c)(A n B)Y = 4°n B°

(d)(4°UB°) c (A UB)°

Tunjukkan bahwa titik w €S jika dan hanya jika w merupakan
titik interior S atau titik boundary S.

Berikan contoh A — R sedemikian hingga A° = &'dan A = R.
Jika G himpunan buka dan x € G maka tunjukkan bahwa Ax dan
Bx pada bukti teorema B. 7.3 tidak kosong.

Tunjukkan bahwa setiap titik pada himpunan Cantor merupakan
titik cluster dari F.

Tunjukkan bahwa setiap setiap titik pada himpunan Cantor
merupakan titik cluster dari F¢.

Tunjukkan bahwa himpunan Cantor merupakan barisan interval
tersarang.

Tunjukkan bahwa himpunan Cantor tidak kosong

Tunjukkan bahwa setiap titik pada himpunan Cantor merupakan
titik cluster dari F€.

Tunjukkan bahwa himpunan Cantor merupakan barisan interval

tersarang.

Tunjukkan bahwa himpunan Cantor tidak kosong.
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BAB VIII
BARISAN DAN LIMIT BARISAN REAL

Pada bab ini dibahas mengenai barisan secara konseptual yang
akan menghasilkan beberapa karakteristik yang dimilikinya. Mengingat
kembali bahwa yang dimaksud dengan suatu barisan pada suatu
himpunan S adalah suatu fungsi dari himpunan N = {1,2,3,...} dengan
daerah hasilnya di S. Selanjutnya dalam bab ini hanya diperhatikan
barisan di R.

A. Definisi dan Terminologi
Definisi A.8.1: Barisan bilangan real adalah suatu fungsi dari

himpunan N dengan daerah hasil yang termuat di R.

Dengan kata lain, suatu barisan di R memasangkan setiap bilangan
aslin = 1,2,3,... secara tunggal dengan bilangan real. Bilangan real
yang diperoleh ftersebut disebut elemen, atau nilai, atau suku dari
barisan tersebut. Hal yang biasa untuk menuliskan elemen dari R
yang berpasangan dengan nilai X, dengan suatu simbol seperti x,
(atau a,, atau z,). Jadi bila X: N — R suatu barisan, sering kali nilai
X pada n ditulis dengan x,, dari pada X(n), sering kali barisan ini
ditulis dengan notasi
X,(x,),(x:m € N)
digunakannya kurung untuk menyatakan bahwa urutan barisan

tersebut diturunkan dari N. Jadi, dibedakan antara penulisan X =

(xp:n € N), yang suku-sukunya mempunyai urutan dan himpunan
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nilai-nilai dari barisan tersebut {x,:n € N} yang urutannya tidak
diperhatikan. Sebagai ilustrasi, barisan X := ((—1)": n € N)
yang suku-sukunya berganti-ganti -1 dan 1, sedangkan himpunan nilai
barisan tersebut {(—1)":n € N} sama dengan {—1,1}.

Dalam mendefinisikan barisan sering lebih mudah dengan menulis
secara berurutan suku-sukunya, dan berhenti setelah aturan

formasinya kelihatan. Jadi kita boleh menulis
o dl1l
=G reE

Meskipun metode yang lebih baik adalah bentuk umum

)

1
X =[—: EN
<2n n )

atau secara sederhana X = (i) cara lain menentukan nilai x;dan
memberi rumus untuk x,,; (n = 1) secara umum dapat ditetapkan x,
dan memberikan rumus untuk x,,, dari x;,x, _x,. barisan ini dikatan
secara induktif atau rekursif.

Definisi A.8.2: Barisan X = (x,) dalam R adalah konvergen pada
x € R atau limit dari(x,) jika setiap ¢ > 0 maka terdapat bilangan
asli K(¢) untuk semua n > K(&) maka suku-suku x, memenuhi
|x, — x| < e. Jika barisan memiliki limit disebut bahwa barisannya
konvergen, jika limitnya tidak ada maka barisannya divergen.
Catatan:

Notasi K(¢) digunakan untuk menekankan K bergantung pada e.

Namun sering kali lebih mudah untuk menuliskan K daripada K(&).
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Dalam banyak nilai “kecil” nilai € dari K untuk jarak |x, — x| antara
X, dan x kurang dari € untuk semuan >k = K(¢)

LimX = x atau limx, = «x.
digunakan simbol x, - x menunjukkan secara intuitif nilai x,
"mendekati” bilangan x seperti n — .
Adalah penting untuk menyadari bahwa konvergensi (atau
divergensi) dari suatu barisan X = (x,) hanya bergantung pada
"perilaku akhir' dari ketentuan. Dengan ini kita berarti bahwa jika,
untuk setiap bilangan asli m, kita menjatuhkan suku m pertama dari
barisan, maka barisan yang dihasilkan X,,, menyatu jika dan hanya
jika barisan orisinal menyatu, dan dalam hal ini, batasnya adalah
sama. Kami akan menyatakan ini secara resmi setelah kami
memperkenalkan gagasan ‘ekor' dari suatu barisan.
Definisi A.8.3
Jika X = (x1,%,, ..., Xy, ...) adalah barisan bilangan real dan jika m
adalah bilangan asli, maka m — ekor dari X adalah barisan X, =

(Xm+n:n € N) = (Xm+1'Xm+2: )

Sebagai ilustrasi 3 — ekor barisan dari X =

(2,4,6,8,10,...2n,...) adalah barisan X; = (8,10,12,...2n+6,...)

B. Beberapa Teorema

Teorema B.8.1(Ketunggalan Limit): Suatu barisan di R memiliki

paling banyak satu limit.
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Bukfi:
Misalkan untuk x’ dan x” kedua Limit dari (x,) untuk setiap &> O

terdapat K sedemikian hingga |x, — x'| < untuk semua n >K’ , dan
K” sedemikian hingga |x,, — x"| < § untuk semua n >K” . Ambil K yang
lebih besar dari K’ dan K” kemudian untuk n >K kita diterapkan

ketidak samaan segitiga untuk mendapatkan

!

x' —x"| = |x' — x, + x, — x"|

SIM—LJ+Mn—xW<§+§=£
karena ¢> 0 adalah sebarang bilangan positif disimpulkan bahwa
x'—x" =0 untuk x € Rdan &0 disebut ¢— neighborhood dari x
yaitu himpunan V. (x) = {u € R:|lu — x | < ¢&. Karena u € V, (x)
ekuivalen |u — x| <&  definisi konvergen dari barisan dapat
diformulasikan dalam hal suku-suku terdekatnya. Barisan x,
konvergen ke x akan diberikan dalam pernyataan berbeda pada
beberapa teorema berikut.
Teorema B.8.2
X = (x,) adalah barisan bilangan real dan x € R Pernyataan berikut
ekuivalen.
(a) X konvergen ke x.
(b) untuk setiap ¢ >0, terdapat bilangan asli K sehingga untuk

semua n > K, suku-suku x,, memenuhi |x,, — x| < =

(¢) untuk setiap ¢ > 0, terdapat bilangan asli K sehingga untuk

semua n = K, suku-suku x,, memenuhi x — ¢ <x, <x+e¢.
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(d) wuntuk setiap &—neighborhood darix, 'V, (x)' terdapat
bilangan asli K sehingga untuk semua n > K, suku-suku x,, milik
Ve (x).

Bukti:

Ekivalensi dari (a) dan (b) merupakan definisi. Sedangkan ekivalensi

dari (b), (c), dan (d) mengikuti implikasi berikut:

(a) = (b) Jelas (dari definisi).

(b)=>(c) Ix, —x| <e¢ ©® -e < xp-x<e©Sx-¢< x, <x+e&

A=2dx—ec<x,<x+ee x,e(x-5x+e)e x, €V, (x).

(d=2@x,eV.(x)ox— ec< x,<x+eo |x, — x| <e.

Catatan:

Definisi limit barisan bilangan real digunakan untuk membuktikan

bahwa nilai x yang telah ditetapkan merupakan limit. Hal ini tidak

menentukan berapa nilai limit seharusnya. Sehingga diperlukan

latihan untuk sampai kepada dugaan (conjecture) nilai limit dengan

perhitungan langsung suku-suku barisan tersebut. Dalam hal ini

komputer akan sangat membantu.

Namun demikian untuk menunjukkan bahwa suatu barisan X = (x,)

tidak konvergen ke x, cukup dengan memilih &, > 0 sehingga berapa

pun nilai K yang diambil, diperoleh suatu n, > K sehingga x,, tidak

terletak dalam V, (x).
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Teorema B.8.3: Misalkan X = (x, : n € N) suatu barisan bilangan
real dan m € N. Maka ekor — m adalah X,, = (x;4n:n € N) dari X
konvergen jika dan hanya jika X konvergen, dalam hal ini, limX,, =
lim X.

Bukti:

Ambil sebarang p € N,

suku ke-p dari X,, merupakan suku ke (p + m) dari X.

Dengan cara yang sama bila ¢ > m, maka suku ke-q dari X merupakan
suku ke (¢ — m) dari X,,,.

Asumsikan X konvergen ke x. Maka untuk sebarang ¢ > 0, bila suku-
suku dari X untuk n = K(¢) memenuhi |x,, — x| < &, maka suku-suku
dari X,, dengan k = K(¢) —m memenuhi |x;, — x| < e. Jadi kita dapat
memilih K,,, (¢) = K(¢) —m, sehingga X,, juga konvergen ke x.
Sebaliknya, bila suku-suku dari X,, untuk k =K, (¢) memenuhi
|xx — x| < &, maka suku-suku dari X dengann > K(¢) + m memenuhi
lx, — x| <e.

Jadi kita dapat memilih K (¢) = K,, (¢) + m.

Karena itu, X konvergen ke x jika dan hanya jika X,, konvergen ke
X.

Kadang-kadang kita akan mengatakan suatu barisan X pada akhirnya
mempunyai sifat tertentu bila beberapa ekor X mempunyai sifat
tersebut. Sebagai contoh, kita katakan bahwa barisan
(3,4,5,5,5,...,5,...) pada akhirnya “konstan". Di lain pihak, barisan
(3,5,3,5,...,3,5,...) pada akhirnya tidaklah konstan.
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Gagasan kekonvergenan dapat pula dinyatakan dengan begini: Suatu
barisan X konvergen ke x jika dan hanya jika suku-suku dari X pada
akhirnya terletak di dalam & —neigborhood dari x.

Dalam menetapkan bahwa bilangan x adalah limit dari suatu barisan
(X.), kita sering mencoba untuk menyederhanakan perbedaan
|x, — x| sebelum mempertimbangkan suatu ¢ >0 dan menemukan
K(¢) sebagaimana disyaratkan oleh definisi limit. Ini dilakukan di
beberapa contoh yang dibahas di bawah. Hasil selanjutnya adalah
pernyataan yang lebih formal dari ide ini, dan contoh-contoh yang

mengikuti menggunakan pendekatan ini.

Teorema B.8.4
Misalkan X,  barisan bilangan real dan x€R. Bila
(a,) merupakan suatu barisan bilangan real positif dengan lim (a,) =
0 dan jika untuk suatu konstanta C > 0 dan suatum € N, dan berlaku
lx, — x| < Ca, untuk semuan =>m
maka lim(x,) = x
Bukti :
Misalkan diberikan & >0, karena lim (a,) =0, maka terdapat
bilangan asli K = K (¢/C), sehingga bila n > K maka
a, =la,—0| <¢g/C.
Karena itu hal ini mengakibatkan bila n > Kdann > m, maka
|x, —x| < Ca, < C(g/C) =¢atau |x, —x| <€

Karena ¢ > 0 sebarang, disimpulkan bahwa x = lim(X,,)
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C. Contoh-Contoh

Contoh C.8.1:

(a) Barisan (x) dengan x, = (1" adalah barisan
(-1,1,-11,-1,1,...,(=1",...),memiliki suku-suku bergantian —1
dan 1.

(b) Bila be R, barisan B = (b,b,b,...), yang sukunya tetap b,
disebut barisan konstan. Jadi barisan konstan 1 adalah
(1,1,1,..) semua yang sukunya 1, dan barisan konstan O adalah
barisan (0, 0,0, ...).

(c) Jika be R, maka B =(b") adalah barisan B =
(b,b?, b3, ...,b", ...) khususnya  jika b=%, maka didapatkan
Gone )=

(d) Barisan (2n:n € N) bilangan asli genap didefinisikan secara
induktif oleh

X1 = 2,Xp4q1 = X + 2,
atau menurut definisi
V1= 2,Yn41 = Y1t Yo,

(e) Barisan Fibonacci F := (f,) diberikan secara induktif sebagai

berikut:

fi=1f,=1 fppu=foat+tfh m=2)

Maka sepuluh suku pertama barisan Fibonacci dapat dilihat
sebagai F = (1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,...)
Sekarang akan kita kenalkan cara-cara penting dalam

mengkonstruksi barisan baru dari barisan-barisan yang diberikan.
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Contoh C.8.2
(1) _
(a) lim (;) =0
Jika ¢ > 0 maka i > 0. menurut oleh sifat Archimedes B.2.5(iv)

bahwa akan ditemukan bilangan asli K = K (&) sedemikian hingga i <

1
K(¢)

K(§ atau — <& kemudian jika n>K(e) maka

=
K(¢)

<eé&

SIr

konsekuensinya jika n >K maka
|l — 0| =1<s
n n

oleh karena itu dapat ditegaskan bahwa barisan (%) konvergen ke O.

(b) Lim (- )= 0,

n2+1

Diberikan sebarang ¢ > 0. Untuk menentukan K, pertama perhatikan
bahwa jika n e N maka

1 | 1 1
<=< -
|n2+1 nz ~ n

sekarang pilih K sedemikian hingga %< ¢. Seperti pada poin (a) di

atas kemudian n > K mengimplikasikan bahwa % < ¢dan

|
N

|
A}
o

1 0| 1 1
n?+1 B

Jadi telah ditunjukkan bahwa limit dari barisan tersebut O.
© ()=

Diberikan & > 0, akan didapatkan ketidaksamaan

- 3| < (8.1)
apabila nilai n cukup besar,

Pertama menyederhanakan ekspresi di bagian kiri.
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|3n+2 3|_|3n+2—3n—3|_|—1 _ 1 <1
n+1 B n+1 " Im+1l n+1 " n

Jika ketidaksamaan %< ¢ terpenuhi, maka ketidaksamaan (8.1)
terpenuhi. Jika %< ¢ kemudian untuk n >K kita juga memiliki %< €

dan disini (8.1) berlaku. Dengan demikian limit dari barisan tersebut
adalah 3.
(d) lim(¥n+1-+vn)=0

Dikalikan dan dibagi dengan vn + 1 + v/n menjadi

(Vn+1-vn)(Vn+1+vn) _ n+1-n 1 <1
Vn+1+vn ~ Vn+l+Vn  Vn+l+vn ~ Vn

diberikan sebarang ¢ > 0 didapatkan \/% < ¢ jika dan hanya jika % <

& atau n > Siz Jadi jika K > gzimaka Vn+1—-+n < & untuk semua
n > K (dalam kasus ini jika diberikan e =£,maka digunakan K >

100).
(e)jika0 < b < 1makalim(b™) =0

Dengan menggunakan prinsip dasar dari fungsi natural logarithma

jika diberikan sebarang ¢ > 0 dapat dilihat bahwa

1
b*<eonlnb<lneen> ﬁ.

(ketidaksamaan terakhir adalah kebalikannya karena Inb < 0) jadi
Jika dipilih bilangan asli K dengan K > ::—Z maka diperoleh
0 < b" < ¢ untuk semuan > K jadi kita memiliki lim(b™) = 0.

Untuk contoh ini jika b = 0,8 dan jika € = 0,01 diberikan maka kita

In.01
In.8

perlu K > ~ 20.6377. Jadi K = 21 akan menjadi pilihan yang

tepat untuk ¢ = 0,01.
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Catatan: Permainan K(g) dalam konvergensi barisan, salah satu cara
untuk menjaga hubungan antara & dan K sebagai permainan yang
disebut K(g). Dalam permainan ini pemain A menegaskan bahwa
angka x tertentu adalah limit dari suatu barisan (x,). Pemain B
menantang pernyataan ini dengan memberikan pemain A nilai
tertentu untuk € > 0 pemain A harus menanggapi tantangan dengan
menghasilkan nilai K sedemikian rupa sehingga |x, — x| < ¢ untuk
semua n > K. Jika pemain A selalu mampu menemukan nilai K yang
memenuhi, maka dia menang, namun jika pemain B dapat memberikan
nilai spesifik € > 0 untuk pemain A tidak dapat merespon secara
memadai, maka pemain B menang dan kami menyimpulkan bahwa
barisannya konvergen ke x.

Untuk menunjukkan bahwa x = (x,) tidak konvergen ke x cukup
ditunjukkan sebuah bilangan ¢y > 0 sehingga tidak dapat memilih
bilangan asli K. Seorang dapat menemukan n; yang memenuhi n; > k
seperti |x,, — x| = &y (akan di bahas lebih rinci dalam bab 13)
Contoh C.8.3

Barisan (0,2,0,2,..,0,2,...) tidak konvergen ke O.

Jika pemain A menegaskan bahwa O adalah limit dari barisan ia akan
kehilangan permainan K(g) ketika pemain B member:i nilai ¢ < 2 untuk
memastikan maka pemain B member:i nilai ¢, = 1 maka pemain A tidak
dapat menemukan bilangan K. selanjutnya pemain B merespon
dengan memilih bilangan genap n > K. nilai yang sesuai adalah x,, =

2 maka dari itu [x, — 0] = 2 > 1 maka O bukan limit barisan.
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Contoh C.8.4

a. Bila a > 0, maka lim (L)z 0.

1+na

Karena a >0, maka 0 <na <1+ na, karenanya 0 < 1/(1+ na) <
1/na. Yang selanjutnya mengakibatkan

| 1
1+

1I\1
— 0| < (—) — untuk semuan € N
na a/n
Karena lim (%) = 0, menurut teorema B.8.4 dengan C =% danm=1

diperoleh bahwa lim(1/(1 + na)) = 0

b. Jika 0 < b < 1 kemudian lim(b™) = 0

Limit ini diperoleh sebelumnya pada contoh C.8.2(e). Kami akan
memberikan bukti kedua yang mengilustrasikan penggunaan

Ketidaksamaan Bernoulli (lihat contoh 5 bab 2).

. . 1 . 1
Sedangkan 0 < b <1, dapat ditulis b = ——, dimana a:= (E) -1

(1+a)’
jadia > 0. Dengan ketidaksamaan Bernoulli, diperoleh (14 a)"* >

1 + na. Karenannya

1 < 1 < 1
(1+a)» " 14+na na

0< D" =

Jadi dari teorema B. 8.4. disimpulkan bahwa lim(b™) = 0.
Khususnya, jika b = 0,8, sehingga a = 0,25, dan jika kita diberikan ¢ =

0,01, maka ketidaksamaan sebelumnya memberi kita K(¢) =ﬁ=

400. Membandingkan dengan contoh (8.2.(e), dimana kita
memperoleh K = 21, kita melihat metode estimasi tfidak memberikan
nilai “terbaik” dari K. Namun, untuk fujuan menetapkan limit, ukuran

K tidak terduga.
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(c) Bila ¢ > 0, maka lim(cn) = 1.

Untuk kasus C = 1 mudah karena lim(c%) =1 merupakan barisan

konstan (1,1,1,...) yang jelas konvergen ke 1.

Bila ¢ > 1, maka ci=1+ d, unfuk suatu d, > 0. Dengan

menggunakan ketaksamaan Bernoulli contoh 5 (bab 2 hal.31)
C=(01+d)"=1+nd,untuk neN

Karenanya c¢—1>nd,, sehingga d, < (c—1)/n. Akibatnya akan

mempunyai

1
c5—1| =d, < (c—l)% untuk semua n € N.

1
Dengan menggunakan teoremaB. 8.4 diperoleh lim(cn) = 1 makac > 1.

Sedangkan bila 0 < C < 1; maka (c%) = 1/(1 + h,) untuk suatu h, >

0. Dengan menggunakan ketidaksamaan Bernoulli diperoleh

_ 1 .1 <1
~ (14+h)" = 1+nh, nh,

c

yang diikuti oleh 0 < h, < 1/nc untuk semua n € N. Karenanya kita

mempunyai

Sehingga:

i — 1| < (5)l untuk semuan € N.

c/n

Dengan menggunakan teorema B.8.4 diperoleh,
lim(c%) =1 apabila0 < ¢ < 1.
(d) lim () = 1.

1
Karena nn > 1 untukn > 1. Akibatnya dapat ditulis



114 | Bab VIIT Barisan dan Limit Barisan

1

nn = (1 + k,,) untuk suatu k,, > 0 bila n > 1.
Sehingga n = (1+k,)" dengan teorema Binomial, bila n>1
diperoleh

1 1

n=(1+nk,) + En(n —Dk2+->1+ En(n —1)k2
Sehingga dihasilkan,
1

n—12 En(n — 1)k2
Dari sini k2 S% untuk n > 1. Sekarang bila ¢ > 0 diberikan, maka
menurut sifat Archimedes terdapat bilangan asli N, sehingga Ni < g2,

Sehingga jika n > sup{2, N, } maka % < &2, disini

1 2.1
O<nn—1=an(E)2<£

Karena € > 0 sebarang, maka lim (n%) =1.
D. Latihan 8
1.  Barisan (x,) didefinisikan oleh rumus suku ke - n. Tuliskan lima
suku pertama dalam setiap barisan berikut:

(@ xp:=1+(D"

1
(b) Xnt = n(n+1)
=n"
(©) xp=
1
(d) =

2. Diberikan beberapa suku pertama barisan (x,) berikut. Suku-
suku barisan tersebut membentuk pola bilangan, sehingga suku-
suku berikutnya dapat ditentukan. Tentukan Rumus untuk suku

ke-n dari barisan x,, tersebut.
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(@) 57911,..
1 -11 -1
(b) Elrlgll—)'
1 2 3 4
(@ 23%5
(d) 1,49,16,...

Buat daftar lima suku pertama dari barisan yang ditentukan
secara induktif berikut ini.

(@) x;:=1,x,4,:=3x,+1

(B)  ¥i=2Yne1 = 3 (yn + i)
(c) zy:=1,2z ==2,2,,, = %

(d) s:=3,8, =5,5442 = Sp + Sp41

Untuk setiap b € R, buktikan bahwa limit (b/n) = 0
Gunakan definisi limit dari barisan untuk menunjukkan

berlakunya limit-limit berikut.

(G) Lim (nzr:-l) =0

+1
@ ()=t
(d) lim (21;22_:3) - %

Buktikan bahwa:

(@) lim (\/% = 0)

(b) lm ()=
(© um(22)=0
@ tm(S5) = 0
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10.

11.
12.
13.

14,

15.

16.

17.

1

untuk n €N
In(n+1)

Misalkan x,, :=

(@) Gunakan definisi limit untuk menunjukkan lim(x,) =0

(b) Temukan nilai spesifik K(¢) seperti yang diperlukan dalam
definisi limit untuk masing-masing (i) € = i (i) e = 1—10

Buktikan bahwa lim(x,) =0 jika dan hanya jika (|x,|) = 0.

Berikan contoh untuk menunjukkan bahwa kekonvergennan dari

(Ix,1) tidak mengimplikasikan kekonvergenan dari (x,,).

Tunjukkan bahwa jika x, = 0 untuk semua n € N dan lim(x,) =

0, maka lim(,/x,) = 0

Buktikan bahwa jika lim(x,) = x dan jika x >0, maka ada

bilangan asli M sedemikian hingga itu x,, > 0 untuk semua n >

M

1

Tunjukkan bahwa lim (% — E) = 0.
Tunjukkan bahwa lim(vn? +1—n) = 0.
Tunjukkan bahwa lim (3%) = 0.

Misalkan b € R yang memenuhi 0 <b < 1. Buktikan bahwa
limnb™ = 0. [Petunjuk: gunakan teorema binomial seperti pada

contoh C.8.4 (d)]
Tunjukkan bahwa lim ((Zn)%) =1
Tunjukkan bahwa lim (::—T) = 0.

Tunjukkan bahwa lim (i—:l) = 0. [Petunjuk: jilkan = 3,maka 0 <

T=2()" ]
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18. Jika lim(x,) = x > 0, funjukkan bahwa terdapat bilangan asli K

sedemikian hingga jikan > K, maka %x < x, < 2x.
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< blank >
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BAB IX
KEKONVERGENAN BARISAN BILANGAN REAL
A. Definisi dan Terminologi
Pada bagian ini akan diperoleh beberapa hasil yang memungkinkan
untuk mengevaluasi limit-limit barisan bilangan real tertentu. Hasil
ini akan memperluas koleksi sifat-sifat barisan konvergen. Dimulai
dengan membangun sifat-sifat penting dari barisan konvergen yang
akan diperlukan di bagian ini dan selanjutnya.
Definisi A.9.1: Barisan bilangan real X = (x,) dikatakan terbatas
Jjika ada bilangan real M > 0 sedemikian hingga |x,| < M untuk semua
n€N.
Jadi, barisan (x,) terbatas jika dan hanya jika {x,:n € N} nilai-
nilainya adalah subset terbatas dari R.
Sekarang akan didefinisikan operasi penambahan, pengurangan,
perkalian, dan pembagian barisan. Definisi ini akan memudahkan kita
dalam memeriksa bagaimana proses limit berinteraksi dengan
operasi-operasi tersebut.
Definisi A.9.2: Jika X = (X,,),Y = (¥,,) dan Z = (Z,) adalah barisan
bilangan real serta ¢ € R, maka didefinisikan jumlah, selisih,
perkalian dan pembagian sebagai berikut:
(i) X+Y:i= O+ )
(i) X—-Y:= (x,—w)

(i) X.Y:= (xp.y)
(iv) cX = (cxyp).
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(v) X/Z = (x,/z,),dengan z, # 0 untuk semuan € N

B. Beberapa Teorema
Teorema B.9.1: Barisan bilangan real yang konvergen adalah terbatas
Bukti:
Anggaplah lim(x,) = x dan misalkan ¢ = 1. Maka ada bilangan asli K =
K(1) sedemikian hingga |x, —x| <1 untuk semua n =K. Dengan

menerapkan Ketidaksamaan segitiga untuk n > K diperoleh
|| =[x —x + x| < [x, — x| + |x] <1+ [x]
Jika diatur,
M = sup{|x|, [x2], o) |2x—q |, 1+ [x[}

Maka berlakulah bahwa |x,,| < M untuk semua n € N.

Catatan:

Model pembuktian lain menggunakan Bahasa & —neighborhood x
Barisan bilangan real (x,) konvergen adalah terbatas.

Jika V.(x) adalah & —neighborhood x dengan lim(x,) = x, maka
semua kecuali sejumlah terhingga dari suku-suku barisan milik V,(x).
Oleh karena itu, karena V.(x) dengan jelas terbatas dan himpunan

terhingga juga terbatas, maka barisannya terbatas.

Teorema B.9.2: (a) Misalkan X = (x,) danY = (y,) merupakan
barisan bilangan real yang masing-masing konvergen ke x dan y, dan
misalkan ¢ € R. Maka barisan X+Y, X —Y, X.Y,dan cX masing-

masing konvergen ke x + y,x —y, xy, dan cx.
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(b) Jika X = (x,,) konvergen ke x dan Z = (z,,) adalah barisan bilangan
real tidak nol yang konvergen ke z dan jika z # 0, maka hasil bagi
barisan X/Z konvergen ke x/z.

Bukfti:

(@) Untuk menunjukkan bahwa lim(x, +y,) =x+y, perlu
diperkirakan besarnya |(x, + y,) — (x + y)|. Untuk melakukan ini
digunakan ketidaksamaan segitiga B.3.2 untuk mendapatkan

|Cen + ) = (x + )] =[G — %) + O — ¥
< |(xn _x) + (Yn _Y)l

Karena (x,) — x jika € > 0 terdapat bilangan asli K; sehingga jika
n = K;, maka |x, — x| < €/2;

Begitu juga karena (y,) — y ada bilangan asli K, sehingga jika n >
K,, maka |y, —y| < &/2. Oleh karena itu jika dipilih K(¢) =

sup{Ky, K,}, berarti bahwa jika n > K (&) maka,

G 43 = =N S 10 =0+ (=N <5476 =

Karena ¢ > 0 sebarang, dapat disimpulkan bahwa X +Y = (x, + y,)
konvergen ke x + y.

Dengan argumen yang sama dapat digunakan untuk menunjukkan
bahwa X — Y = (x, — y,) konvergen ke (x — ).

Untuk menunjukkan bahwa X.Y = (x,.y,) konvergen ke xy, dibuat

perkiraan besarnya,

|xnyn - xyl < |(xnyn - xny) + (xny - xY)l
< |xp(n — ) + (xp, = 0)y| =[x, 11 — P+ 1 Gy = 2) |yl
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Menurut teorema B.9.1 terdapat bilangan real M; > 0 seperti pada
|x,| < M; untuk semua n € N dan jika ditetapkan M := sup{M,, |y| }.
Maka diperoleh,
X0y — xy| < My, — y| + M|x;, — x|

Dari kekonvergenan X dan Y kita simpulkan bahwa jika ¢ >0
diberikan, maka ada bilangan asli K; dan K, sehingga jikan > K; maka
|x, — x| < &/2M, dan jikan = K, maka |y, —y| < £/2M. Sekarang jika
dimisalkan K(¢) = sup{K;,K,}; maka untuk semua n =>K(¢)

disimpulkan bahwa

|ann_xY| SM'Yn_Y|+M|xn_x|

<M(ﬁ)+M(ﬁ)=e

Karena &> 0 adalah sebarang, ini membuktikan bahwa barisan
bilangan real X.Y = (x,y,) kenvergen ke xy.

Dengan cara yang sama dapat dibuktikan bahwa cX = (¢x,)
konvergen ke cx.

Atau tanpa mengurangi keumuman dapat mengambil Y menjadi
barisan konstan (c,c,c,....). maka didapat barisan Y.X = (cx,)
konvergen ke cx.

(b) selanjutnya akan ditunjukkan bahwa jika Z = (z,,) merupakan
barisan bilangan tidak nol yang konvergen dengan limit z tidak nol,
maka barisan (1/z,) konvergen ke-kebalikannya yaitu 1/z.
Pertama-tama misalkan « =§|z| berarti bahwa a > 0. Karena
lim(z,) =z ada bilangan K; sedemikian hingga jika n > K; maka

|z, —z| <a. Dengan menggunakan Corollary B.3.3 (i) dari
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(ketidaksamaan segitiga) yang —a < —|z,, — z| < |z,| — |z|untuk n >
Ky, dapat ditulis bahwa -|z| = |z| — & < |z, untuk n>K;. Oleh

karena itu 1/|z,| < 2/|z| untuk n > K; jadi diperkirakan
1 1 1

Z 2 "zl

Z— 7,

|Z_Zn|

ZnZ

2
< —|z — z,| untuk semua n > K,

~ z|?
Sekarang, jika diberikan € > 0, ada bilangan asli K, sehingga jika n >

K, maka |z,z| < %glzlz. Oleh karena itu, jika ditetapkan K(¢) =
1 1
sup{K;, K,}, maka |Z— - ;| < ¢ untuk semua n > K (¢)

Karena ¢ > 0 sebarang, maka

(1 1
lim <—> = -
z,) Z

Buktinya (b) telah selesai.

Dengan mengambil Y sebagai barisan (Zi) dan menggunakan fakta

bahwa X.Y = (x,/z,) konvergen ke x G) = x/z.

Beberapa hasil perhitungan di atas, teorema B.9.2 dapat diperluas,
untuk sejumlah terhingga barisan konvergen dengan menggunakan
Induksi Matematika.

Misalnya, jika A= (a,),B = (b,),...,Z =(z,) adalah barisan
konvergen bilangan real, maka jumlah mereka A+ B +--.4+Z =
(a, + b, + -+ + z,) adalah barisan konvergen dan

(1) lim(a, + b, + -+ + z,) = lim(a,) + lim(b,) + lim(z,) Juga
perkaliannya A.B ....Z = (a,b, ... z,) adalah barisan konvergen dan

(2) lim(ayby, ... z,) = (lim(a,))(lim(b,)) ... (lim(z,))
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Oleh karena itu, jika k € N dan jika A = (a,) adalah barisan yang
konvergen, maka

(3) lim(ay) = (lim(a,))*

bukti sebagai latihan.

Teorema B.9.3: Jika X = (x,) adalah barisan bilangan real konvergen

dan jika x, = 0 untuk semua n € N, maka x = lim(x,) > 0.

Bukti:

Anggaplah kesimpulannya tidak benar dan bahwa x < 0; maka ¢ = —x

adalah positif. Karena X konvergen ke x, ada bilangan asli K

sedemikian hingga x — ¢ < x,, < x + € untuk semua n > K.

Secara khusus, diperoleh x, <x+e=x+(—x)=0. Tetapi ini

bertentangan dengan hipotesis bahwa x, > 0 untuk semua n € N.

Dengan demikian, kontradiksi. Jadi haruslah x > 0.

Teorema B.9.4: Jika X = (x,) danY = (y,) adalah barisan bilangan

real konvergen dan jika X, <y, untuk semua n € N, maka

lim (x,) < lim(y,).

Bukfti:

Misalkan z, =y, — x,, berarti Z = (z,) =Y - X dan z,, = 0 untuk

semuan € N menggunakan teorema B.9.2 dan B.9.3 diperoleh,
0<limZ = lim(y,) — lim(x,),

sehingga lim (x,) < lim(y,).

Hasil selanjutnya menegaskan bahwa jika semua suku-suku dari

barisan konvergen memenuhi ketidaksamaan yang berbentuk
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a <x, <b, maka limit dari barisan itu memenuhi ketidaksamaan

yang sama.

Teorema B.9.5: Jika X =(x,) adalah barisan bilangan real
konvergen dan jika a <x, <b untuk semua n €N, maka a <
lim(x,) < b.

Bukti:

Misalkan Y adalah barisan konstan (b,b,b.......) teorema B.9.4
mengimplikasikan itu limX < limY = b demikian pula dengan cara
yang sama dapat ditunjukkan bahwa a < limX.

Hasil selanjutnyan menegaskan jika barisan Y diperas antara dua
barisan itu konvergen ke batas yang sama, maka itu juga harus

menyatu dengan batas ini.

Teorema B.9.6 (Squeeze): Misalkan itu X = (x,),Y = (y,) dan Z =
(z,) adalah barisan bilangan real sedemikian hingga x, <y, <z,
untuk semua n € N dan lim(x,) = lim(z,). Maka Y = (y,) adalah
konvergen dan lim(x,) = lim(y,) = lim(z,).

Bukti:

Misalkan w = lim(x,) = lim(z,), jika diberikan ¢ > 0, maka akibat
kekonvergenan X dan Z ke w, bahwa ada bilangan asli K sedemikian

hingga untuk semua n > k maka,
lx, —w| < edan |z, —w| <e¢

Menurut hipotesis,
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XnSYnSZn @ Xy WSV —W=2Z, —W
—e<y,—w<eg

Untuk semua n > k. Karena ¢ > 0 sebarang, ini berarti bahwa

lim(y,) =w

Teorema B.9.7: Misalkan barisan X = (x,) konvergen ke x, maka
barisan nilai mutlak (|x,|) konvergen ke |x|, yaitu bila x = lim (x,),
maka |x| = lim (|x,|)

Bukti :

Menggunakan sifat ketaksamaan segitiga diperoleh ||x,| — |x|| <

|x,, — x| untuk semua n € N. Selanjutnya kekonvergenan dari (|xn|)

ke |x| suatu akibat langsung dari kekonvergenan dari (x,) ke x.

Teorema B.9.8: Misalkan barisan bilangan real X = (x,)
konvergen ke x dan x,, = 0, untuk semua n € N. Maka barisan akar
pangkat dua (\/x,) konvergen dan lim (\/x,) =V x.

Bukti:

Dari teorema B.9.3 diperoleh bahwa x = lim (x;,) = 0.

Sekarang kita tinjau dua kasus (i) x = 0 dan (ii) x > 0.

(i) Misalkan x = 0, dan ¢ > 0 sebarang diberikan. Karena x,, — 0
maka terdapat K € N sehingga 0 < x, = x, — 0 < &%

Karena itu [lihat contoh 4(i) hal.30], 0 < /x, < euntukn > K.

Karena ¢ > 0 sebarang, maka (,/x,) - 0.

(i) Bila x > 0, maka vx > 0 dan kita mempunyai
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S VDT T x—x
Vo =V = Jxn +Vx Jxn +Vx

Karena /x, + Vx = /x > 0, maka

1
|\/x_n_\/§| Sﬁlxn_xl

Kekonvergenan dari \/x, - vx merupakan akibat dari fakta x,, - x.

Teorema B.9.9: Misalkan (x,) adalah barisan bilangan real positif
sedemikian hingga L = lim(x,,1/x,) ada. Jika L < 1, maka (x,)
konvergen dan lim(x,) = 0.

Bukti:

Dengan teorema B.9.3 yang mengikuti bahwa L > 0. Misalkan r
bilangan sedemikian hingga L <r <1, dan misalkan ¢ =r —L > 0.

Ada K € N sehingga jika n > K maka

Xn+1
xn

— L| <e
Argumen ini dapat diikuti sebagai berikut:
bahwa jikan > K, maka

@<L+£=L+(r—L)=ra‘rau%<ra‘rauxn+1<xnr

Xn n

Karena itu, jika n > K, diperoleh

0 < Xpyg < Xl < Xp_q7? < ooe < xR
Jika diatur C := x;/r*, kita melihat bahwa 0 < x,,; < x,r" 1 =
Cr™*?! untuk semua n > K. Karena 0 <r <1, ini menurut contoh

C.8.4(b) bahwa lim(r™) = 0 dan karena itu dari Teorema B. 8.4 bahwa
lim(x,) =0
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C. Contoh-Contoh

Contoh C.9.1

Jika, X danY adalah barisan bilangan real

X :=(2,46,..,2n), d Y-—(lll 1)

=(2,4,6,..,2n), dan Y = 1'2°3"""’'n

Maka:

Koy = 391 2n? +1
“\1’2’3’"  n

¥y 1717 2n%2-1
“\1’2’3’"  n

XY=(2222..2..)

3X = (6,12,18, ..., 6n)

X/Y = (2,818, ....,2n%)

Misalkan Z = (0,2,0, ..., (—1)")

maka kita dapat mendefinisikan X +Z,X —Z dan X.Z, tetapi X / Z

tidak didefinisikan karena beberapa suku dari Z ada yang nol.
Catatan:

Jika barisan bilangan real diperoleh dengan menerapkan operasi
sesuai dengan definisi A.9.2 maka limit barisan tersebut dapat
diprediksi kekonvergenannya.
Contoh C.9.2:
(a) Barisan bilangan real (n) divergen.
Menggunakan teorema B.9.1, andaikan barisan X = (n)
konvergen, maka terdapat bilangan real M > 0 sehingga n =
In] < M untuk semua n € N. Tetapi hal ini bertentangan dengan

sifat Archimedes. Jadi haruslah (n) divergen.



(b)

(c)

(d)
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Barisan ((—1)™) divergen.

Barisan ini terbatas (ambil M = 2), sehingga tidak dapat
digunakan teorema B.9.1. Karena itu, andaikan X = ((—1)")
konvergen dan a = lim X. Misalkan ¢ = 1, maka terdapat K;
sedemikian hingga |(—1)" —a|l <1, unfuk semua n > K;.
Tetapi bila n ganjil dan n > K, hal ini memberikan [-1 — a| <
1, sehingga—2 < a < 0. Sedangkan bila n genap dan n > K;,
hal ini memberikan |1 —a| < 1 sehingga 0 < a < 2. Karenaa
tidak mungkin memenuhi kedua ketaksamaan tersebut, maka
pengandaian bahwa X konvergen menghasilkan hal yang

kontradiksi. Jadi Haruslah X divergen.

lim (Znn+1) _9
Misalkan X = (2) danY = (1/,) kemudian ((Zn T 1)/n) =X+Y

Dengan menggunakan teorema B.9.2 (a) diperoleh bahwa

IimX +Y)=1limX +limY=2+4+0=2

“m(zn+ Y+ 5) =2

Karena barisan (2n + 1) dan (n + 5) tidak onvergen, kita tidak
dapat menggunakan teorema B.9.1 (b) secara langsung. Tetapi
kita dapat melakukan yang berikut

m+1 2+ 1,
n+5 _1.|_5/n
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(e)

(f)

yang memberikan X = 2 + 1/,dan Z = 1+ 5/, sehingga
teorema B.9.1 (b) dapat digunakan.
(Selidiki terlebih dahulu syarat — syarat yang harus dipenuhi).

Selanjutnya diperoleh limX = 2 dan limZ =1 # 0, jadi

lim (41, () =2 =2

. 2n
lim (n2+1) =0
Disini Teorema B.9.2(b) tidak dapat digunakan secara langsung,

Perhatikan persamaan berikut

2n _ 2

(mengapa ?). Tetapi karena (n + 1/.) tidak konvergen

n?+1 14 1/n2

dengan menggunakan teorema B.9.2(b), lim(2/,) = 0 dan

lim (1+1/,2) =1 # 0 maka lim (2%/ 2 | 1)) =%/ =0

. sinn)
llm( — ) =0
Di sini teorema B.9.2(b) tidak dapat digunakan secara langsung.

Tetapi perlu dicatat bahwa —1 < sinn < 1, maka

sinn

untuk semuan € N.

<

3|k
IA
3 |k

n

Karena lim(—1/;,) = 0 = lim(1/,,), dengan menggunakan
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teorema squeeze diperoleh bahwa lim (Sizn) =0

(9) Misalkan X = (x,) barisan yang konvergen ke x. Sedangkan p
polinomial, sebagai contoh p(t) = ay + a;t + a,t* + ...+ a,tF
dengan k€ N dan a; € R untukj = 0,1,...,k,a;, # 0. Dengan
menggunakan teorema B.9.1 barisan (p(x,)) konvergen ke p(x).

Bukti lengkapnya sebagai latihan.

(h) Misalkan X = (x,) barisan yang konvergen ke x. Sedangkan
r(t) = % dengan p dan g polinomial. Misalkan juga q(x,) # 0
untuk semua n € N dan g(x) = 0. Maka barisan r(x,) konvergen
ke r(x).

Bukti lengkapnya sebagai latihan.

Contoh C.9.3:
Sebagai ilustrasi penggunaan teorema B.9.9, lim (zln) =0
Pandanglah barisan (x,) oleh x, = n/2" dan x,,,, =" 7 1/2,1+1

Sehingga diperoleh,

X n+1)/2" n4+1 2" 1 1
n+1=( )/ _ ___(1_|_£)

Xn, n/2n 2l 2

Sehingga  lim (%) = % Karena % <1, ini menurut

Teorema B. 9.9 bahwa lim (zln) =0
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D. Latihan 9

1.

Untuk x,, yang diberikan berikut, tunjukkan kekonvergenan

atau kedivergenan dari X = (x,)

n

(@ X =—
le
(b) xp=—
_ (=D)"n
(C) xn - n+1
2
(d) xn — 2n<+3

n+1

Berikan contoh barisan X dan Y yang divergen, tetapi
jumlahnya X + Y konvergen.
Berikan contoh barisan X dan Y yang divergen, tetapi

perkaliannya X - Y konvergen

Tunjukkan bahwa bila X dan Y barisan sedemikian hingga X

dan X + Y konvergen, maka Y konvergen.

Tunjukkan bahwa bila X dan Y barisan sedemikian hingga X

konvergen ke x # 0 dan XY konvergen, maka Y konvergen.

Tunjukkan bahwa barisan berikut tidak konvergen.
(@ @M
(b) ((-1)"n*)

Tentukan limit dari barisan-barisan berikut:

(@ tm((z+2)")




10.

11.

12.

13.

14,

15.

16.
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Jika (b,) barisan yang terbatas dan lim(a,) =0, maka
tunjukkan lim(a,b,) = 0, jelaskan mengapa teorema B.9.2 tidak
bisa digunakan.

Jelaskan mengapa hasil persamaan (3) sebelum teorema B.9.3
tidak bisa digunakan untuk menghitung limit dari barisan
(1+ )"

Misalkan y, = vn + 1 —+/n untuk n € N. Tunjukkan bahwa (y,)
dan (vny,) konvergen.

Tentukan limit barisan berikuft.
(@) (V4n? +n—2n)

(b) (VnZ+5n—n)

Tentukan limit barisan berikuft.

(@) lim ((3Jn_)1/ 2")

(b) tim((n+ 1)1/1n<n+1))

an+1+bn+1)

am™+pm

jika 0 < a < b, tentukan lim(

jika a > 0,b > 0, maka tunjukkan lim( Jn+a)(n+b) - n) =
(a+b)

/2
Gunakan teorema B.9.6 (squeeze) untuk menentukan limit

sebagai berikut,

@ (n")

(b) ()

Misalkan z, = (a™ + b™)'/n dengan 0 < a < b, maka

lim(z,) = b.
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17.

18.

19.

20.

21.

Gunakan Teorema 3.2.11 pada barisan-barisan berikut, bila a,
b memenuhi 0 < a<1danb >1

(@) (a™)

® ()

© ()

) (%"/5en)

(a). Berikan contoh barisan bilangan positif (x,) yang

konvergen sehingga lim (@) =1

Xn

(b). Berikan pula contoh barisan divergen dengan sifat
tersebut. (Jadi, sifat ini tidak dapat digunakan untuk uji
konvergensi).

Misalkan X = (x,) barisan bilangan positif sehingga

lim(@) =L > 1. Tunjukkan bahwa X barisan tak terbatas,

karenanya X tidak konvergen.

Selidiki konvergensi barisan-barisan berikut, bila a, b
memenuhi 0 < a < 1danb > 1

(@) (n*a™)

& ()
© ()

@ ()

Misalkan (x,) barisan bilangan positif dengan lim (x:l/ ") =

L < 1. Tunjukkan bahwa terdapat bilangan dengan 0 < r <



22.

23.

24.

25.

Pengantar Analisis Real | 135

1 sehingga 0 < x, < r™ untuk suatu n € N yang cukup besar.
Gunakan ini untuk menunjukkan lim(x,) = 0.

(a) Berikan contoh barisan bilangan positif (x,) yang
konvergen sehingga lim (x,i/ ") =1.

(b) Berikan contoh barisan bilangan positif (x,) yang divergen
sehingga lim (xi/”) = 1. (Jadi, sifat ini tidak dapat digunakan
untuk uji konvergensi).

Misalkan (x,) barisan konvergen dan (y,) barisan sehingga
untuk sebarang ¢ > 0 terdapat M sehingga | x, — y,| < ¢
untuk semua n = M. Apakah hal ini mengakibatkan (y,)
konvergen?

Tunjukkan (x,) dan (3,) merupakan barisan yang konvergen,
maka barisan (u,) dan (v,) didefinisikan dengan (u,) =
sup{x,, ¥} dan v, = inf{x,, y,} juga konvergen.

Misalkan (x,), () dan (z,) adalah barisan konvergen, maka
barisan (w,) di definisikan dengan (w,,) = mid(x,,, ¥, z,,) juga

konvergen.
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< blank >
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BAB X
BARISAN BILANGAN REAL MONOTON

A. Definisi dan Terminologi

Pada bab sebelumnya telah diperoleh beberapa metode untuk

menunjukkan bahwa barisan bilangan real X = (x,,) adalah konvergen:

(i)

(if)

Dapat digunakan secara langsung Definisi A.8.2 atau
Teorema B.8.2. Metode ini sering (tetapi tidak selalu
digunakan) sulit dilakukan.

|x, — x| dapat dituliskan dengan kelipatan dari suku barisan
(a,) yang diketahui konvergen ke O, dan menggunakan

Teorema B.8.4.

(iii) X dapat diidentifikasi sebagai barisan yang diperoleh dari

(iv)

(v)

barisan lain yang telah diketahui konvergen dengan mengambil
ekor, kombinasi aljabar, nilai absolut, atau akar kuadrat, dan
menggunakan Teorema B.8.3,B.9.2,B.9.7, atau Teorema B.9.8.
Barisan bilangan real X dapat "diselipkan" antara dua barisan
yang memiliki limit sama dan gunakan Teorema squeeze.

Kita dapat menggunakan "uji rasio" dari teorema B.9.9

Kecuali untuk (iii), semua metode ini mensyaratkan bahwa kita sudah

tahu (atau setidaknya klaim nilai limit, dan kemudian diverifikasi

bahwa klaimnya benar.

Namun ada banyak contoh, di mana tidak ada kandidat yang jelas

untuk limit suatu barisan, meskipun analisis awal mungkin
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menunjukkan bahwa konvergensi mungkin terjadi. Dalam ini dan dua
bagian berikutnya, kami akan menetapkan hasil yang dapat digunakan
untuk menunjukkan barisan konvergen meskipun nilai limitnya tidak
diketahui. Metode yang diperkenalkan di bagian ini lingkupnya lebih
terbatas daripada dua metode yang diberikan di berikutnya, tetapi
jauh lebih mudah untuk dikerjakan. Ini berlaku untuk barisan yang
monoton.

Definisi A.10.1: Misalkan X = (x,,) adalah barisan bilangan real. X
dikatakan increasing (naik) jika dan hanya jika memenuhi

pertidaksamaan

X1 S Xy S S Xy S Xpgq St
X dikatakan decreasing (turun) jika dan hanya jika memenuhi
pertidaksamaan

Xy > x> > x, > > .

Xn+1
X dikatakan monotone (monoton) jika dan hanya jika memenuhi salah
satu increasing atau decreasing.

B. Beberapa Teorema
Teorema B.10.1: (Konvergensi Monoton) Suatu barisan bilangan
real monoton adalah konvergen jika dan hanya jika terbatas.

Lebih lanjut

a) Jika X = (x,) adalah barisan increasing (naik) yang terbatas,

maka
lim(x,) = sup{x,:n € N}
b) Jika Y = (v,) adalah barisan decreasing (turun) terbatas, maka

lim(y,) = inf{y,:n € N}
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Bukfti:

Dalam Teorema B.9.1 terlihat bahwa barisan konvergen adalah

terbatas.

Sebaliknya, misalkan X adalah barisan monoton yang terbatas. Maka

X increasing atau decreasing.

a)

b)

Kasus pertama di mana X = (x,) adalah barisan terbatas
increasing. Karena X adalah terbatas, ada bilangan real M
sedemikian sehingga x,, < M untuk semua n € N. Menurut aksioma
kelengkapan (halaman 47), supremum x* = sup{x,:n € N} ada di
R; akan ditunjukkan bahwa x* = lim(x,,).
Jika ¢ > 0 diberikan, maka x* —  bukan batas atas dari {x,;: n € N}
dan karenanya terdapat x; sedemikian hingga x* —e& < x.
Kenyataan bahwa X adalah barisan yang increasing menyaratkan
xg < x, setiap kali n > K, maka
x*—e<xg <x, <x*<x*+euntuk semuan = K
Karena itu dapat ditulis

|x, — x*| < € untuk semuan > K
Karena ¢ >0 adalah sebarang, dapat disimpulkan bahwa (x,)
konvergen ke x*. Jadi lim(x,) = x* = sup{x,:n € N}
Jika Y = (y,) adalah barisan yang terbatas decreasing, maka
jelaslah bahwa X:= —Y = (—y,) adalah barisan yang terbatas
increasing. Itu ditunjukkan pada bagian (a) bahwa limX =

sup{—yn:n € N},
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Sekarang limX = —limY dan juga, dengan teorema B.5.2,
diperoleh,
sup{—y,:n € N} = inf{y,:n € N}

Oleh karena itu, limY = —limX = inf{y,:n € N}.
Teorema Konvergensi Monoton menetapkan eksistensi limit sebuah
barisan monoton yang terbatas. Ini juga memberi kita cara
menghitung limit barisan asalkan kita dapat mengevaluasi supremum
dalam kasus (a), atau infimum dalam kasus (b). Terkadang sulit
untuk mengevaluasi supremum ini (atau infimum), namun begitu

diketahui bahwa limitnya ada.

C. Contoh-Contoh
Contoh C.10.1:

Barisan berikut adalah increasing:
(1,2,3,4,...,n,...),
(1,2,2,3,3,3, ...)
n

(a,a? a3, ..,a"..) jika a>1

Barisan berikut adalah decreasing:

(b,b%,b3,..,b",...) 0<b<1
Barisan berikut tidak monoton:
(+1,—-1,+1, ..., (D™, )
(-1,42,-3,..,(-D)"n...)
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Barisan berikut tidak monoton, tetapi mereka "akhirnya"

monoton:

(7161211;2;314‘; )

Contoh C.10.2:

(a) lim (ﬁ) = 0.
Adalah mungkin untuk menangani barisan ini dengan menggunakan

teorema B.9.8; Namun, dalam kasus ini akan digunakan Teorema

Konvergensi Monoton. Jelas O adalah batas bawah untuk set

{\/iﬁ:ne N}, dan tidak sulit untuk menunjukkan bahwa O adalah

L.ne N},‘ maka 0 = lim (L)

infimum dari himpunan {\/ﬁ' =

Di sisi lain, begitu kita tahu bahwa X:=(\/%) terbatas dan

decreasing, diketahu bahwa itu konvergen ke suatu bilangan real x.

1

Karena X = ( =

) konvergen ke x, menurut teorema B.9.2 bahwa

XX = % konvergen ke x*. Oleh karena itu x* = 0, jadi x = 0.

(b) Misalkan h, =1 +§+§+ +% untuk n € N. Karena h,,,; = h, +

1
(n+1)

> h,, kita melihat bahwa (h,,) adalah barisan yang increasing.

Menurut teorema B.10.1 (Konvergensi Monoton), pertanyaan
apakah barisannya konvergen atau tidak direduksi menjadi
pertanyaan apakah barisannya terbatas atau tidak. Upaya untuk

digunakan perhitungan numerik langsung untuk sampai pada dugaan
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tentang keterbatasan dari barisan (h,,) mengarah ke frustrasi yang
tidak yang tidak dapat disimpulkan. Menjalankan komputer akan
mengungkapkan nilai perkiraan h, = 11,4 untuk n = 50.000, dan h, =
12,1 untuk n =100.000. Seperti itu fakta numerik dapat
menyebabkan pengamat biasa menyimpulkan bahwa barisannya
terbatas. Namun, barisan sebenarnya divergen, yang ditunjukkan

sebagai berikut,

1 1 1 1
h2“=1+§+(§+z)+ <2n1+1 +z—n)
1 1 1 1
>1+§+(z+z) ( ' zn)
1 1
=1+E+2+---+E
n
=1+§

Karena (h,) tidak terbatas, teorema B.9.1 mengimplikasikan bahwa
barisan tersebut divergen. (Ini membuktikan deret itu tak terbatas
yang dikenal sebagai deret harmonic, akan dibahas pada bab xiv)

Suku-suku  h, increasing sangat lambat. Misalnya, dapat
ditunjukkan bahwa untuk mencapai h, > 50 akan memerlukan sekitar
52 x 10*! pejumlahan, dan kinerja komputer normal 400 juta
penjumlahan per detik membutuhkan lebih dari 400.000 tahun untuk
menampilkan perhitungan (jika ada 31.536.000 detik dalam setahun).
Super komputer yang bisa menampilkan hasil penjumlahan lebih dari
satu friliun per detik akan membutuhkan waktu lebih dari 164 tahun

untuk mencapai tujuan yang paling sederhana. Dan super komputer
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IBM Roadrunner dengan kecepatan operasi kuadriliun perdetik akan
memakan waktu satu setengah tahun.

Barisan yang didefinisikan secara induktif harus diperlakukan
berbeda. Jika barisan seperti itu diketahui konvergen, maka nilai
limit terkadang dapat ditentukan dengan menggunakan relasi

induktif.

Contoh C.10.3:
Misalnya, barisan bilangan real telah diketahui konvergen (x,)

didefinisikan oleh

Xy =2, Xpy1 = 2 +—, neN
n

Jika dimisalkan x = lim(x,), maka kita juga memiliki x = lim(x, ;)
karena 1 — ekor (x,.1) konvergen ke limit yang sama. Selanjutnya,
diketahui bahwa x, > 2, begitu juga x # 0 dan x, # 0 untfuk semua
n €N.

Oleh karena itu, dapat diterapkan teorema limit untuk barisan

sehingga diperoleh,
) 1
x=limpyy=2+——=<=2+-

Jadi, limit x adalah solusi persamaan kuadrat x* —2x —1 =0, dan
karena x harus bernilai positif, maka dapat ditemukan bahwa limit
barisannya adalah x = 1 + /2.

Tentu saja, masalah konvergensi tidak boleh diabaikan atau

dianggap biasa.
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Contoh C.10.4:

Jika diasumsikan barisan (y,) didefinisikan secara induktif oleh
yi:=1, Yui1:= 2y, + 1 adalah konvergen dengan limit y, maka dapat
diperoleh y = 2y + 1, sehinggay = — 1. Tentu saja ini mustahil.
Dalam contoh berikut, kami menggunakan metode ini unfuk
mengevaluasi limit, tetapi hanya setelah membangun konvergensi
dengan menggunakan Teorema Konvergensi Monoton.

Contoh €.10.5:

(a) Misalkan Y = (y,) didefinisikan secara induktif oleh y, :=

1, Va1 :=§(2yn +3) untuk n>1. Kami akan ditunjukkan bahwa
limy =3,

2
Penghitungan langsung menunjukkan bahwa y, = Z Maka kita

memiliki y; <y, < 2. Kami menunjukkan, oleh Induksi, bahwa y, < 2
untuk semua n € N. Memang, ini benar untuk n =1,2. Jika y, <2

berlaku untuk beberapa k € N, sehingga

Vi+1 =%(2yk+3) <%(4+3) =£<2
Oleh karena itu y;,; < 2 dimana y, < 2 untuk semuan € N
Sekarang ditunjukkan, dengan Induksi, bahwa y, < y,.; untuk
semua n € N. Kebenaran dari pernyataan ini telah diverifikasi untuk
n = 1. Sekarang anggaplah bahwa y;, < y,,, untuk beberapa k; lalu

2y, + 3 < 2y441 + 3, (berturut-turut dikalikan 2 dan ditambahkan 3)

sehingga,

1 1
Vi+1 = Z(Zyk +3) < Z(Zyk+1 +3) = Yr42
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Jadi y; <yrs1 mengimplikasikan bahwa y,,.; < yii..- Dengan
demikian y, < y,.; untuk semuan € N.

Telah ditunjukkan bahwa barisan Y = (y,,) increasing dan terbatas
di atas oleh 2. Menurut Teorema Konvergensi Monoton bahwa Y
konvergen dengan limit yang paling besar 2. Dalam hal ini tidak
begitu mudah untuk mengevaluasi lim(y,) dengan menghitung sup
{y,:n € N}. Namun, ada cara lain untuk mengevaluasi limitnya. Karena

Vg = i(Zyn + 3) untuk semua n € N, suku ke n di dalam 1 — ekor Y,
dari Y memiliki relasi aljabar sederhana untuk suku ke n dari Y.
Karena, menurut teorema B.8.3 tentang ekor barisan, berlakulah
y :=limY, =limY, karena itu menurut teorema B.9.2

1
y=z(23’+3)

3

Sehingga diperoleh y ==

2

(b) Misalkan Z =(z,) menjadi barisan bilangan real yang
didefinisikan oleh z ==1,z,,, =./2z,, untuk n€eN. Akan
ditunjukkan bahwa lim(z,) = 2. Perhatikan bahwa z; =1 dan z, =
V2; maka 1 < z, < z, < 2. Di klaim bahwa barisan Z increasing dan
terbatas di atas oleh 2. Untuk menunjukkan ini akan ditunjukkan,
dengan Induksi, itu 1 < z, < z,,, < 2 untuk semua n € N. Fakta ini
telah diverifikasi untuk n = 1. Anggaplah demikian benar untuk n =
k; maka 2 <2z, < 2z,,, <4, dari mana itu mengikuti (mengapa?)

Itu
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1<V2 < 741 =22 < 234y = 22341 < VA =2
[langkah terakhir ini telah digunakan langkah-langkah seperti
Contoh 4(i) halaman 30]
Validitas  ketidaksamaan 1<z, <z, <2 mengimplikasikan
validitas 1<z, < 744, < 2. Oleh karena itu 1<z,<z,,,<2
untuk semuan € N
Karena Z = (z,) adalah barisan increasing yang terbatas, maka
menurut Teorema Konvergensi Monoton konvergen ke bilangan z =
sup{z,}. Dapat ditunjukkan secara langsung sup {z,} = 2, sehingga
z = 2. Atau kita dapat menggunakan metode yang digunakan dalam
bagian (a). Relasi z,,; = /2z,:, diberikan relasi antara suku ke-n dari
ekor —1 Z; dari Z dan suku-suku ke-n dari Z. Dengan menggunakan
teorema B.8.3, diperoleh limZ, =z =1limZ. Selain itu, menurut
teorema B.9.2 dan B.9.8, maka limit z harus memenuhi relasi

z=2z

Maka z harus memenuhi persamaan z* = 2z, yang memiliki akar z =
0, 2. Karena ketentuan z = (z,,) semua memenuhi 1 < z, < 2, dengan
mengikuti teorema B.9.5 yang harus memenuhi 1 < z, < 2. Dengan
demikian z = 2.
Contoh C.10.6: Aplikasi teorema konvergensi monoton untuk:
(1) Perhitungan Akar Kuadrat
Misalkan a > 0; kita akan mengkontruksi barisan bilangan real (s,)

yang konvergen ke va.
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Misalkan s; > 0 sebarang dan definisikan s, := i(sn + Si) untukn €

N. Sekarang ditunjukkan bahwa barisan (s,) konvergen ke +a.

(Proses ini untuk menghitung akar kuadrat telah dikenal di
Mesopotamia 1500 tahun sebelum masehi)

Kami pertama kali menunjukkan bahwa s?,, > a untuk n > 2. Karena
s, memenuhi persamaan kuadrat s, — 2s,,, + a = 0, persamaan ini
memiliki akar real. Oleh karena itu diskriminannya 4s2,,, — 4a
harus positif; yaitu, s%,,; = a untuk n > 1.

Untuk melihat bahwa s, adalah barisan yang decreasing di akhir,

perhatikan bahwa untuk n > 2 diperoleh,

1 a 1 (s%,—a)
Sp— Sp—1 = sn—§<sn +;) =E-’;—nz 0
Oleh karena itu, Spi1 < Sp untuk semua n = 2.

Teorema Konvergensi Monoton menyatakan bahwa s = lim(s,) ada.

Selain itu, dari teorema B.9.2, limit s harus memenuhi relasi

s=%(s+%)

Sesuai teorema B.8.3 sehingga s = -~ atau s* = a.

Jadi s = +/a.

Untuk keperluan perhitungan, seringkali penting untuk memiliki
perkiraan seberapa cepat Barisan (s,) konvergen dengan va.
Seperti di atas, kami punya va <'s, untuk semua n =2, berarti

bahwa Si <+a < s,,. Demikian diperoleh,

2 _
OSSn—\/aSSn—aZMUHTUanZ

Sn Sn
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Dengan menggunakan ketidaksamaan ini kita dapat menghitung va

untuk tingkat akurasi yang diinginkan.

(2) bilangan Euler
Misalkan e, = (1 +%)n untfuk n € N. Sekarang kita akan

menunjukkan bahwa barisan E = (e,) terbatas dan increasing:;
karena itu konvergen.

Limit dari barisan ini terkenal dengan nama bilangan Euler e yang,
nilainya diperkirakan 2,718 281 828 459 045... , yang mana diambil
sebagai basis logaritma asli (logarithm natural In).

Jika diterapkan Teorema Binomial diperoleh,

1\" nl nn-1) 1 nn-1n-2) 1
=(1 _) 14— 2. A
“n ( o LT TR 3! 3
nn—1)..21 1
N ( ) 1
n! n"

Jika kita membagi pangkat n ke dalam pembilang suku-suku dari

koefisien binomial, kita mendapatkan

—1+1+1(1 1)+1(1 1)(1 2)
en = 2! n/ 3! n n

+---+%+<1—%)(1_%)...(1_”;1)

Dengan cara yang sama diperoleh,
PP YL T R R A PO
Ene1 = T T VA TA G | n+1
+ +1+<1 . )(1 2 ) (1 n_l)
n! n+1 n+1 n+1
) (

+(ni1)!<1_nj—1>(1_n+1)m 1

n
_n+1)
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Perhatikan bahwa ekspresi untuk e, memuat n + 1 suku, sedangkan
unfuk e,.; mengandung n+ 2 suku. Selain itu, setiap suku yang
muncul dalam e, kurang dari atau sama dengan suku yang sesuai di
enr1, dan e,,, memiliki satu lagi suku positif. Karena itu dapat
dituliskan 2 <e; <e, < <e, <e,;; <--, Sehingga persyaratan
E increasing dipenuhi.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa suku-suku barisan E terbatas
di atas, perlu dicatat bahwa jika p =1,2,--,n, lalu (1—%) <1

Apalagi 2P~ < p! [lihat contoh 12 halaman 74 buku pengantar dasar

1

p Karena

matematika dengan penulis yang sama] sehingga i <

itu, jikan > 1, diperoleh:

1 1 1
2<en<1+1+§+2—n+---+2n_1

Karena dapat diverifikasi bahwa [gunakan induksi matematika]

1 1 1
- <1

Dapat disimpulkan bahwa 2 < e, < 3 untuk semua n € N. Menurut
Teorema Konvergensi Monoton bahwa barisan E konvergen ke
bilangan real yaitu antara 2 dan 3. Kita mendefinisikan bilangan e
sebagai limit dari barisan ini.

Dengan memperbaiki estimasi, dapat ditemukan pendekatan dari
bilangan rasional yang lebih dekat ke e, tetapi tidak dapat dievaluasi
secara tepat, karena e adalah bilangan irasional. Namun, itu mungkin

menghitung e hingga banyak desimal seperti yang diinginkan.
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Pembaca harus menggunakan kalkulator (atau komputer) untuk

mengevaluasi e, untuk nilai dari n yang "besar".

D. Latihan 10

1.

Misalkan x, :==8 dan x,,,; == %xn + 2 untuk n € N. Tunjukkan

bahwa (x,) tferbatas dan monoton. Carilah limitnya.

Misalkan x; > 1 dan x,,,:=2-— xi untuk n € N. Tunjukkan

n

bahwa (x,) terbatas dan monoton. Carilah limitnya.

Misalkan x; > 2 dan x,,; =1+ /x, — 1 untuk n € N. Tunjukkan
bahwa (x,,) menurun dan terbatas di bawah oleh 2. Temukan
limitnya.

Misalkan x; =1 dan x,,; = /2 + x, untuk n € N. Tunjukkan
bahwa (x,) konvergen dan temukan limitnya.

Misalkan y, == /p, dimana p > 0 dan y,,; = /p +y, untuk n €
N. Tunjukkan bahwa (y,) konvergen dan ftemukan limitnya.
[Petunjuk: batas atas adalah 1+ 2,/p].

Misalkan a > 0 dan misalkan z, > 0. z; := \/a + x,, untuk n € N.
Tunjukkan bahwa (z,) konvergen dan temukan limitnya.

Misalkan x; :==a > 0 dan x,,; == x,, + xi untuk n € N. Tentukan
n

apakah (x,) konvergen atau divergen.
Misalkan (a,) barisan increasing, (b,)) barisan decreasing, dan

asumsikan a, < b, untuk semua n € N. Tujukkan lim(a,) <



10.

11.

12.

13.

14,

15.
16.
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lim(b,)), dan demikian turunkan sifat nested interval
teorema B. 6.1 dari Teorema Konvergensi Monoton B.10.1.
Misalkan A menjadi subset terhingga dari R yang terbatas di
atas u:=supA. Tunjukkan sebuah barisan increasing (x,)
dengan x, € A untuk semua n € N sedemikian hingga u =
lim(x,).

Tentukan konvergen atau divergen dari barisan (y,), dimana

Vn :=L+L+---+i untuk n € N.
n+1 n+2 2n

Misalkan x,, :== 112 + 2% + -+ % untuk n € N. Buktikan (x,) adalah

increasing dan terbatas, dan konvergen. [Petunjuk: perhatikan

.o 1 1 1 1
Jikak =2,= < D = oy k]

Tentukan konvergensi dan limit pada barisan berikut.

@ ((+)")
® ((1+9)7)

Gunakan metode dalam contoh €.10.6(1) untuk menghitung v2,
benar dalam 4 desimal.

Gunakan metode dalam contoh €.10.6(1) untuk menghitung /5,
benar dalam 5 desimal.

Hitung jumlahnya e, pada contoh €.10.6(2) untuk n = 2,4,8,16.

Hitung e, untuk n = 50,n = 100,dan n = 1000.
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(blank)
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BAB XI
SUBBARISAN DAN TEOREMA BOLZANO WEIERSTRASS

Pada bab ini akan diberikan konsep subbarisan (subsequences) dari
suatu barisan bilangan real.
A. Definisi dan Terminologi
Definisi A.11.1: Diberikan barisan bilangan real X = (x,) dan
diberikan barisan bilangan asli strictly increasing
N <n, << <--.
Barisan X' = (x,, ) dengan (x,,) = (xn,, Xn,, ..., Xp,, ... ) disebut dengan
subbarisan atau barisan bagian (subsequences) dari X.
Berikut ini, akan diberikan pengertian puncak “peak”, yang akan
berguna untuk membuktikan eksistensi subbarisan monoton.
Definisi A.11.2: Misalkan X = (x,,) adalah barisan bilangan real.
Suku ke-m x, disebut puncak jika x,, =x, unfuk setiap n
sedemikian hingga n = m. (dimana titik x,, tidak pernah didahului
oleh sebarang elemen barisan setelahnya).
Catatan: Bahwa pada barisan yang decreasing setiap elemen
adalah puncak, tetapi pada barisan yang increasing tidak ada
elemen yang menjadi puncak.
Definisi A.11.3: Misalkan X = (x,,) adalah barisan bilangan real

yang terbatas.
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(a) Limit superior (x,) adalah infimum dari himpunan V dari v € R
sedemikian hingga v < x, untuk paling banyak terhingga neN.
Ini dilambangkan dengan

limsup (x,) atau lim sup X atau im (x,,)
(b) Limit inferior dari (x,) adalah supremum himpunan weR
sehingga x,, <w untuk paling banyak terhingga me N. Ini
dilambangkan dengan

liminf (x,,) atau liminf X atau lim (x,)

Limit Superior

X=E X+ £
P ] ~
~ | r
e At most a finite number of terms of (a-)
N
I
Infinitely many terms of (a-)
Limit Inferior
X~E X+ E
P ] ~
L | -
<
N
( Infinitely many terms of (a-) r

At most a finite number of terms of (a-)

Gambar 11.1: Tlustrasi limit superior dan limit inferior

Sumber: http://mathonline.wikidot.com/limit-superior-and-limit-inferior



Pengantar Analisis Real | 155

B. Beberapa Teorema

Teorema B.11.1: Jika X = (x,) konvergen ke x, maka sebarang

subbarisan X' = (x,,) dari X juga konvergen ke x.

Bukfti:

Ambil € > 0. Karena (x,) = x , maka terdapat K(¢) € N sedemikian

hingga untuk setiap n > K(e) berlaku |x, — x| < e. Karena untuk

setiap n € N berlaku n,,,; = n;, maka untuk setiap n > K(¢) berlaku

n, = k = K(¢) . Sehingga |xnk —x| <e.

Dengan demikian X' = (x,,) konvergen ke x.

Teorema B.11.2: Diberikan barisan bilangan real X = (x,), maka

pernyataan berikut ini ekuivalen.

(i) Barisan X = (x,) tidak konvergen ke x € R.

(ii) Ada g > 0 sedemikian hingga untuk sebarang k € N, terdapat
ny € N sedemikian hingga n;, > k dan |x,, — x| > &.

(iii) Ada & > 0 dan suatu subbarisan X' = (x,, ) sedemikian hingga
|%s, — x| = & untuk semua k € N.

Bukti:

(i) = (i) Jika (x,) tidak konvergen ke x, maka untuk suatu &, > 0

tidak mungkin ditemukan k € N sedemikian hingga untuk setiap n;, >

k berlaku |x,, — x| < &. Akibatnya tidak benar bahwa untuk setiap

k € N, n >k memenuhi |x,, — x| < &. Dengan kata lain, untuk setiap

k € N, ny € N, sedemikian hingga n, > k dan |x,, — x| > &.

(ii) = (iii) Diberikan ¢, > 0 sehingga memenuhi (ii) dan diberikan

n, € N sedemikian hingga n; > 1 dan |X,, —x| = &, Selanjutnya,
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diberikan n, e N sedemikian hingga n, > n, dan |X,, —x| > &.

diberikan n; € N sedemikian hingga n; > n, dan |X,, —x| > &,.

Demikian seterusnya sehingga diperoleh suatu subbarisan X' =

(X,,) sehingga berlaku |X,, —x| > & untuk semua k € N.

(iii) = () Misalkan X = (X,) mempunyai subbarisan X' =

(X,,) yang memenuhi sifat (i) Maka X tidak konvergen ke x, sebab

jika konvergen ke x, maka X' = (X, ) juga konvergen ke x. Hal ini

tidak mungkin, sebab X' = (X,, ) tidak berada dalam neighborhood

Ve, ().

Teorema B.11.3: (Kriteria Divergensi) Jika barisan bilangan real

X = (X,) memenuhi salah satu dari sifat berikut, maka barisan X

divergen.

(i) X mempunyai dua subbarisan konvergen X' = (X, ) dan
X" = (X,,) dengan limit keduanya tidak sama,

(ii) X tidak terbatas.

Bukfti:

Kasus 1:

Andaikan X tidak tak terbatas. Akan dibuktikan jika X mempunyai

dua subbarisan konvergen X'=(X, ) dan X" =(X,, ) dengan

limit keduanya tidak sama maka barisan X divergen.

Misalkan: Jika X = (x,) konvergen ke x, maka sebarang subbarisan

X' = (x,,) dari X juga konvergen ke x. Atau lim(x,) = x = lim(x,,).
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Begitu jugaq, jika X = (x,,) konvergen ke x, maka sebarang subbarisan
X" = (x,) dari X juga konvergen ke x. Atau lim(x,) = x = lim(x,, ).
Sehingga lim(x,, )x = lim(x,, ), kontradiksi dengan hipotesis.

Kasus 2: X mempunyai dua subbarisan konvergen X' = (X,,)
dan X' =(X,,) dengan limit keduanya sama. Akan dibuktikan X
tidak terbatas maka barisan X divergen.

Misalkan: X konvergen maka X terbatas (teorema B.9.1)
kontradiksi dengan hipotesis. Jadi haruslah barisan X divergen.
Teorema B.11.4: (Subbarisan Monoton) X = (x,) barisan
bilangan real, maka terdapat subbarisan dari X yang monoton.
Bukti:

Pembuktian dibagi menjadi dua kasus, yaitu X mempunyai tak hingga
banyak puncak, dan X mempunyai berhingga banyak puncak.

Kasus I: X mempunyai tfak hingga banyak puncak. Tulis semua
puncak dengan indeks increasing yaitu X, ,Xm,, ..., Xpy,, ... Karena
setiap sukunya adalah puncak diperoleh x,,, = xp,, = -+ = Xy, oooe
Dengan demikian subbarisan dari puncak-puncak (x,,, ) merupakan
subbarisan yang decreasing dari X.

Kasus II: X mempunyai berhingga banyak puncak. Tulis semua
puncak dengan indeks increasing, yaitu X, , Xm,, - Xpys -oor -

Misalkan s, :==m, +1 adalah indeks pertama dari puncak yang
terakhir. Karena x, bukan puncakmaka terdapat s, > s, sedemikian

hingga X5, < X - Karena X, bukan puncak, maka terdapat s, > s,
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sedemikian hingga X, < X, - Jika proses ini diteruskan, diperoleh
subbarisan (x;,) yang increasing dari X.

Teorema B.11.5: (Bolzano — Weierstrass) Setiap barisan
bilangan real yang terbatas pasti memuat subbarisan yang
konvergen.

Bukti:

Menurut (teorema B.11.4 Subbarisan Monoton) X = (x,,) barisan
bilangan real, maka terdapat subbarisan dari X yang monoton.
Karena  subbarisan  ini  juga  terbatas,  berdasarkan
(teorema B. 10.1 Konvergensi Monoton), maka subbarisan tersebut
konvergen.

Cara lain, Diberikan barisan bilangan real terbatas X = (x,) .
Misalkan S = {x,:n € N} range barisan, maka S mungkin berhingga atau
tak berhingga.

Kasus I: Diketahui S berhingga

Misalkan S = {x;,x,, ...,x, } maka terdapat m € N dengan 1<m <t
dan barisan (,:k € N) denganr, <1, <13 < - sehingga x,, = x,, =
-+ =xp. Hal ini berarti terdapat subbarisan (7,:k € N) yang
konvergen ke x,,.

Kasus II: Diketahui S tak berhingga

Karena S tak berhingga dan terbatas, maka S mempunyai titik cluster

atau titik limit misalkan x titik limit S. Misalkan U, = (x - %,x +%)

neighborhood titik x.



Pengantar Analisis Real | 159

Untuk k =1, maka tferdapat x, € SN Uy, x, # x sedemikian hingga
|xr1 — x| <1

Untuk k = 2, maka terdapat x,, € S N U,,x,, # x sedemikian hingga
|, — x| <=

Untuk k = 3, maka terdapat x,, € SN Us, x3 # x sedemikian hingga
|, — x| <=

Demikiann seterusnya, sehingga diperoleh:

Untuk n — k maka terdapat X, € S N Up, X, # X sedemikian hingga
|, — x| <=

Ambil &> 0. Menurut Sifat Archimedes, maka terdapat K € N
sedemikian hingga % < £. Maka untuk setiap n > K berlaku |x, —x| <

<-<eg. Terbukti bahwa (x, ) konvergen ke x dengan (x, )

x e

1
subbarisan (x,,).

Teorema B.11.6:Diberikan X = (x,) barisan bilangan real terbatas
dan x € R yang mempunyai sifat bahwa setiap subbarisan dari X
konvergen ke x. Maka barisan X konvergen ke x.

Bukti:

Misalkan M > 0 adalah batas dari barisan X sehingga |x,| <M
untuk semua n € N. Andaikan X tidak konvergen ke x, maka
menggunakan Teorema B.11.2 terdapat g, > 0 dan subbarisan X' =
(xn, ) sedemikian hingga

|, — x| = g untuk semua K € N.  (11.1)
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Karena X' subbarisan dari X, maka M juga batas dari X'
Menggunakan Teorema Bolzano-Weierstrass berakibat bahwa X’
memuat subbarisan X” . Karena X" juga subbarisan dari X, maka X"
juga konvergen ke x. Dengan demikian, akan selalu berada dalam
neighborhood V, (X). Kontradiksi dengan (11.1), yang benar adalah
X selalu konvergen ke x.

Teorema B.11.7: Jika (x,) adalah barisan bilangan real yang
terbatas, maka pernyataan berikut untuk bilangan real x* adalah
setara.

(a) x* = lim sup(x,)

(b) Jika € > 0, terdapat paling banyak terhingga bilangan ne N
sehingga x* + € < x,, , tetapi tak terhingga n € N yang tak terbatas
sedemikian hingga x* — ¢ < x,

(c) Jika u,, = sup{x,;:n = m} maka x* = inf{u,,: meN} = lim(u,,)

(d) Jika S adalah himpunan limit dari subbarisan (x,), maka x* =
sup S.

Bukti:

(@) mengimplikasikan (b).

Jika €> 0, maka fakta bahwa x* adalah sebuah infimum
mengimplikasikan bahwa ada v di V sedemikian rupa sehingga x* <

v <x*+e¢. Karena itu x* adalah milik V, jadi paling tidak ada
sejumlah terhinga ne N sedemikian sehingga x* + ¢ < x,,. Di sisi
lain, x* — ¢ tidak dalam V sehingga ada sejumlah tak terhingga

n e N sehingga x* — & < x,.
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(b) mengimplikasikan (c).

Jika (b) berlaku, diberikan ¢ > 0, maka untuk semua m yang cukup
besar kita memiliki u,, < x + . Oleh karena itu, inf{u,,: meN} <
x* + ¢. Demikian juga, karena ada sejumlah tak terhingga ne N
sehingga x* — ¢ < x,,, maka x* — & < u, untuk semua meN dan
karenanya x * —e < inf{u,,: meN}. Karena ¢ > 0 adalah sebarang,
dimpulkan bahwa x* = inf{u,,: meN}. Selain itu, karena barisan (u,,)
decreasing monoton, diperoleh inf(u,,) = lim(u,,).

(c) mengimplikasikan (d)

Misalkan X' = (x,,,) adalah subbarisan konvergen dari X = (x,).
Karena n, =k kita memiliki n,, <u, dan karenanya limX' <
lim(uy,) = x*. Sebaliknya, ada n; sehingga u; —1 < x,,, < u;.

Secara induktif pilih n,,; > n;, sehingga

Sejak lim(u,) = x*, berarti x* = lim(x,) dan disini x* € S.

(d) mengimplikasikan (a)

Misalkanw = sup S. Jika € > 0 diberikan, maka ada paling banyak
sejumlah terhingga ndengan w + ¢ < x,,. Oleh karena itu w + ¢
milik V dan lim sup(x,) < w + €. Di lain pihak, ada subbarisan(x,)
yang konvergen ke suatu bilangan yang lebih besar dari w — ¢,
begitu juga bahwa w — ¢ tidak dalam V, dan karenanya w — ¢ <
lim sup(x,) Karena ¢ > 0 adalah sebarang, disimpulkan bahwa w =

lim sup(x,,).
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Teorema B.11.8: Barisan terbatas (x,) adalah konvergen jika
dan hanya jika lim sup(x,) = lim inf (x,).

Bukti sebagai latihan.

C. Contoh-Contoh

Contoh C.11.1: Diberikan X = (1 11 %)

1’2’3’

" . 111 1
n, <-- dengan demikian, barisan X'; = (—,—,—, T )
2°4°6 2n

merupakan subbarisan dari X.

(ii) Jika diberikan n; =4, n, =5, n; =6..n, =k +3.. maka n; <

)

o . . 11
n, < - <mn < - dengan demikian, Barisan X', = (—,—,
4°5

[
N -

merupakan subbarisan dari X.
(iii) Jika diberikan n; =3, n, =2, ny=4..n, =k +3.. maka n; «

n, dengan demikian Barisan X’3=(

Wl
N |-

% ) bukan

S

) )

merupakan subbarisan dari X.
(iv) Begitu juga X', = GO%O?O ) bukan  merupakan
subbarisan dari X.
Contoh C.11 .2:
Jika X = (x4, %5, ..., Xy, ...) adalah barisan bilangan real, maka X,, =
Xmin:n € N) = (Xini1, Xmazr ) Yaitu m —ekor dari X merupakan
subbarisan.
m — ekor bersesuaian dengan barisan yang ditentukan dengan
n=m+1, n, =m+ 2,..., n, = m+n

Sehingga memenuhir, <7, < - <1, < -+

’



Pengantar Analisis Real | 163

Tetapi, tidak setiap subbarisan merupakan ekor barisan. Mengapa?
Contoh C.11.3:
(a). lim (b™) = 0bila 0 < b < 1.
Pada Contoh C.8.4(b), telah dibahas, bahwa bila 0 < b < 1 dan bila
X, = b", maka dari Ketaksamaan Bernoulli diperoleh bahwa
lim(x,) = 0.
Alternatif lain, dilihat bahwa karena0 < b < 1, maka x,., =
b™*!t < b™ = x,; dengan demikian (x,) adalah barisan decreasing.
Jelas juga bahwa 0 <x, < 1, sehingga menurut Teorema
Konvergensi Monoton teorema B.10.1 barisan tersebut konvergen.
Misalkan x = lim (x,). Karena (x,,) subbarisan dari (x,,) menurut
Teorema B.11.6 maka x = lim (x,,). Di lain pihak, karena x,,, = b*" =
(b™)? = x,2, menurut Teorema B.10.2 diperoleh,

x = lim (x3,) = (lim (x,))? = x?
Oleh karena itu akan dipenuhi salah satu x = 0 atau x = 1.
Karena (x,) barisan decreasing dan terbatas di atas oleh 1, maka
haruslah x = 0
(b). lim (c%) = luntukc > 1.
Limit ini telah diperoleh dalam contoh C.8.4(c) untuk ¢ > 0, dengan
pemikiran argumen yang banyak diakal-akali.

Di sini akan dilihat pendekatan lain untuk kasus ¢ > 1.

1
Perhatikan bahwa jika z, = cn, makaz, > 1 dan z,,; < z,untuk

semua neN. Jadi dengan menggunakan Teorema Konvergensi
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Monoton, =z = (z,)ada. Menurut teorema B.11.1, berlakuz =

lim (z,y,). Di lain pihak, karena

N|
S NI

1 1
Zyp = C2n = (Cn) =z

dan Teorema B.9.8, maka

N[

z = lim(zy,) = (lim(zy))Z = 2
Karena itu z? = z yang menghasilkan z = 0 atauz = 1. Karenaz, >
1 untuk semua neN, maka haruslah z = 1.
Untuk kasus 0 < ¢ < 1, bukti sebagai latihan.
Kegunaan subbarisan membuat lebih mudah untuk menyajikan uji
divergensi suatu barisan.
Contoh C.11.4:
(a) Barisan ((—1)™) divergen
Bila barisan X = ((-1)") konvergen ke x, maka (menurut
Teorema B.11.1) setiap sub-barisan dari X harus konvergen ke x.
Karena terdapat subbarisan yang konvergen ke +1 dan sub-barisan

yang lain konvergen ke —1, maka haruslah X divergen.

(b) Barisan (1% ,3&, 5, %) divergen

Didefinisikan barisan Y = (y,), yang mana y, = n bila n ganjil dan
Y =% bila n genap secara mudah dapat dilihat bahwa barisan ini
tidak terbatas, disini menurut teorema B.9.1, barisan ini tidak

mungkin konvergen. Secara alternatif, walaupun sub-barisan(

)

N |-
NN

%) dari Y konvergen ke O, keseluruhan barisan Y tidak konvergen
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ke O. Yaitu, terdapat subbarisan (3,5,7,...) dari Y yang berada di
luar 1 — neighboorhod dari 0; karena itu Y tidak konvergen ke O.
(c) Barisan S := (sinn) divergen.

Barisan ini tidak begitu mudah untuk ditangani. Dalam
membahasnya, tentu saja, memanfaatkan sifat-sifat dasar dari

fungsi sinus. Diketahui bahwa Sin (g) = % = sin (5?") dan bahwa

, 1 . T 5T . .
sinx > ~untuk pada interval I, = (g»?)- Karena panjang dari I; =

5?” - % = 2?” > 2 paling sedikit terdapat dua bilangan asli di dalam

I;. Kita misalkan n, sebagai bilangan pertama. Dengan cara yang
sama, untuk setiap k € N,sinx > 1/2 untuk x pada interval:
I, = (g + 2n(k — 1),5?” + 2n(k — 1))

Karena panjang I, lebih dari 2, paling sedikit terdapat dua
bilangan asli di dalam I,: kita mengambil n, sebagai bilangan asli

yang pertama. subbarisan S’ = (sinn,) dari S dengan cara ini
diperoleh semua nilai terletak pada interval E 1]
Dengan cara yang sama, jika k € N dan J, adalah interval
71T 11w
Je = (? +2m(k — 1), = + 2m(k — l)),
Kemudian kita melihat bahwa sinx < —% untuk setiap xe/, dan

panjang J, lebih dari 2. Misalkan m; adalah bilangan asli

pertama di J,. maka subbarisan S” = (sin m;) dari S yang semua

nilainya terletak pada interval [—1,%].
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Diberikan sebarang bilangan real ¢ pada dilihat paling sedikit satu

subbarisan S’ dan S” terletak diluar % — neighborhood dari c. Oleh

karena itu, ¢ bukanlah limit dari S. Karena c € R sebarang, maka
kita dapat menyimpulkan bahwa S adalah divergen.

Contoh C.11.5:

Berikut ini diberikan sebuah teorema yang menyatakan bahwa
barisan bilangan real X = (X,) pasti mempunyai subbarisan yang
monoton. Untuk membuktikan teorema ini, diberikan pengertian
puncak (peak), x, disebut puncak jika x, = x, untuk semua n
sedemikian hingga n = m. Titik x,, tidak pernah didahului oleh
sebarang elemen barisan setelahnya Perhatikan bahwa pada barisan
yang menurun, setiap elemen adalah puncak, tetapi pada barisan

yang naik, tidak ada elemen yang menjadi puncak.

D. Latihan 11
1. Berikan contoh barisan tak terbatas yang mempunyai
subbarisan konvergen.

2. Gunakan metode pada contoh C.11.3 (b) untuk menunjukkan

1

bahwa 0 < ¢ < 1, maka (cﬁ) =1.

3. Misalkan (f,,) adalah barisan Fibonacci pada Contoh C.8.1. (e),
dan misalkan x,, = f,,1/f,. Mengingat bahwa lim(x,) = L ada,
tentukan nilai L.

4. Tunjukkan bahwa barisan berikut ini divergen.
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(@ (1- (D +2). () (sin™).
Misalkan X =(x,,) dan Y =(y,) dan barisan Z = (z,)
didefinisikan dengan z; = x1,2; = ¥4, .. Zon_1 = Xp, Zon = Y, oo

Tunjukkan bahwa Z konvergen jika dan hanya jika X dan Y

konvergen dan lim X = limY
1
Misalkan x, = nn untukn € N
n
(@) Tunjukkan bahwa x,,, < x,, ekivalen dengan (1 +%) <mn,

dan diduga bahwa ketaksamaan ini benar untuk n > 3. [lihat
contoh 10.6(1)] Buktikan bahwa (x,) pada akhirnya decreasing
dan x = lim(x,) ada.

(b) Gunakan fakta subbarisan (x,,) juga konvergen ke x
untuk menyimpulkan bahwa x = 1

Tentukan konvergensi dan limit barisan berikut.

@) ((1 i ni)”> (b) ((1 ; %)2"2).

Hitunglah limit barisan berikut.

(@) (Gny). ® ((1+2)™)

Misalkan setiap subbarisan dari X = (x,,) mempunyai suatu sub-
barisan yang konnvergen ke 0. Tunjukkan bahwa lim(x,) = 0.
Diberikan barisan terbatas (x,)dan untuk setiap n €N
misalkan s,, == sup {x;:k = n}dan S := inf {s,}. Tunjukkan bahwa

terdapat subbarisan dari (x,) yang konvergen ke S,
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11, Jika x,, = 0 untuk semua n € N dan lim((—1)"x,) ada, tunjukkan
(x,) konvergen.

12. Tunjukkan bahwa jika (x,) terbatas, maka terdapat subbarisan

x,, ) sedemikian hingga lim (—) = 0.
k X

ng

13. Bila «x,= % carilah  subbarisan dari (x,) yang
dikonstruksikan dalam bukti kedua dari teorema Bolzano —
Weierstrass B.11.5, ketika kita mengambil I, :== [-1,1]

14. Misalkan (x,,) barisan terbatas dan s = sup{x,:neN}.
Tunjukkan bahwa bila s € {x,:neN}, maka terdapat
subbarisan dari (x,) yang konvergen ke s.

15. Misalkan (I,) adalah barisan tersarang dari interval tutup
terbatas. Untuk setiap n € N, misalkan x,, € I,,. Menggunakan
Teorema Bolzano-Weierstrass untuk memberikan bukfi
Properti Interval Bersarang B.6.2.

16. Berikan contoh bahwa Teorema B.11.6 gagal bila hipotesis X

barisan terbatas dihilangkan.
17. Alternatif suku-suku barisan (1 + %) dan (— %) untuk
mendapatkan  barisan  (x,) yang diberikan oleh

3 1 4 15 1
(21_1;_;__;_;__;_;__; )
2 2°3 3° 4 4

Tentukan nilai-nilai  lim sup(x,) dan liminf (x,). Juga

temukan sup{ x,,} dan inf{ x,,}
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BAB XII
BARISAN CAUCHY

Teorema Konvergensi Monoton adalah sesuatu yang sangat
berguna dan penting, tetapi memiliki kelemahan taraf signifikan yakni
hanya berlaku untuk barisan yang monoton. Penting bagi kita untuk
mengetahui ke konvergenan dari suatu barisan tanpa harus mengetahui
lebih dahulu nilai limitnya, dan ketakterbatasan pada barisan monoton.
Kriteria Cauchy, yang akan didiskusikan dalam bagian ini, yang akan
menjawab kondisi seperti itu.

A. Definisi dan Terminologi
Definisi A.12.1: Suatu barisan X = (x,) dari bilangan real
dikatakan sebagai Barisan Cauchy jika untuk setiap ¢ > 0 terdapat
bilangan asli H (¢) sehingga untuk semua bilangan asli n,m > H(¢),
dengan syarat suku-suku x,,x,, memenuhi |x,, — x| < e.
Pentingnya konsep barisan Cauchy terletak pada teorema utama dari
bagian ini, yang menegaskan bahwa barisan bilangan real adalah
konvergen jika dan hanya jika barisan itu adalah barisan Cauchy. Ini
akan memberi kita suatu metode untuk membuktikan suatu barisan
konvergen (konvergen) tanpa mengetahui limit barisannya terlebih
dulu.
Definisi A.12.2: Barisan bilangan real X =(x,) dikatakan
kontraktif jika terdapat konstanta C, 0 <C <1, sedemikian
hingga

Xn+2 — xn+1| < Clxn+1 — Xn



170 | Bab XII Barisan Cauchy

untuk semua n € N. Bilangan C disebut konstanta dari barisan

kontraktif.

B. Beberapa Teorema
Lemma B.12.1: Jika X = (x,) adalah barisan bilangan real yang
konvergen, maka X adalah barisan Cauchy.
Bukti:
Jika x = lim X, maka diberikan ¢ > 0 terdapat bilangan asli K(&/2)
sehingga jikan > K(e/2) maka |x, —x| < ¢&/2.Jadi, jika H(e) =
K(e/2) dan jikan,m > H(e), maka diperoleh

Ixn _xm| = |(xn —x)+ (x _xm)l

<lx,—x|+lxp,—x|<e/2+¢c/2=¢
Karena e > 0 adalah sebarang, maka berarti bahwa (x,) adalah
barisan Cauchy.
Untuk menentukan bahwa barisan Cauchy adalah konvergen, kita

akan membutuhkan hasil sebagai berikut.

Lemma B.12.2: Barisan bilangan real Cauchy adalah terbatas.
Bukti:
Misalkan X = (x,,) adalah barisan Cauchy dan Misalkan ¢ := 1.
Jika H:= H(1) dan n > H, maka |x,, — x| < 1.
Berdasarkan Ketidaksamaan Segitiga, diperoleh |[x,| < |xy|+1
untuk semua n > H. Jika ditetapkan

M = sup{lx|, 2], ..., lxg 1, g | + 13

maka |x,,| < M untuk semua n € N. Jadi X = (x,,) terbatas.
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Teorema B.12.3: (Kriteria Konvergensi Cauchy) Suatu barisan
bilangan real adalah konvergen jika dan hanya jika barisan tersebut
adalah barisan Cauchy.
Bukti:
Kita telah melihat, dalam Lemma B.12.1, bahwa barisan konvergen
adalah barisan Cauchy.
Sebaliknya, misalkan X = (x,) adalah barisan Cauchy; kita akan
menunjukkan bahwa X adalah konvergen ke suatu bilangan real.
Menurut Lemma B.12.2 bahwa barisan X terbatas. Oleh karena itu,
menurut Teorema Bolzano — Weierstrass B.11.5, ada subbarisan
X" = (xn, ) dari X yang konvergen ke suatu bilangan real x*. Buktinya
akan dilengkapi dengan menunjukkan bahwa X konvergen ke x*.
Karena X = (x,,) adalah barisan Cauchy, diberikan € > 0 ada
bilangan asli H (¢/2) sedemikia hingga jika n,m > H (&/2) maka

lx, — x| < &/2. (12.1)
Karena subbarisan X' = (x,, ) konvergen ke x*, ada bilangan asli
K = H (&/2) milik himpunan {n,, n,, ...} sedemikian hingga

lxe — x*| < &/2

Karena K > H (&/2), maka dari (12.1) dengan m = K itu

lx, — xx| < &/2 untuk n = H (&/2)

Karena itu, jikan > H (g) maka dapat ditulis
|xn _X*l = |xn _xKl + |xK —X*l
< lxn — xg| + |xge — x7|
&

<iyi-
5 2—8.
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Karena € > 0 adalah sebarang, dapat disimpulkan bahwa lim(x,) =

x*. Dengan demikian barisan X adalah konvergen.

Teorema B.12.4: Setiap barisan kontraktif itu merupakan barisan
Cauchy, dengan demikian barisan tersebut konvergen.

Bukti. Jika kita berhasil menerapkan kondisi suatu definisi untuk
barisan kontraktif, kita dapat kembali ke awal barisan sebagai
berikut:

[Xn12 = Xpaal < Claxpys — xnl < C2xy — xp 1] < CPloxn_1 — X5
< e S CMxp — xq).

Untuk m >n, kami memperkirakan |x,, —x,| dengan menerapkan
Ketidaksamaan Segitiga terlebih dahulu dan kemudian menggunakan

rumus untuk penjumlahan deret geometri. Ini diperoleh,

|xm - xnl < |xm - xm—ll + |xm—1 - xm—zl + -t |xn+1 - xnl

S (Cm_z + Cm_3 + b + Cn_1)|x2 - x1|

1 _ Cm—n
Y

=Cn—1(
1-C

< cnt <L> |2, — x4
1-C

untuk 0 < C < 1, diketahui lim(C™) = 0 [lihat €.8.2(e)]. Oleh karena
itu, dapat disimpulkan bahwa (x,) adalah barisan Cauchy. Sekarang
menurut kriteria kekonvergenan Cauchy B.12.3 bahwa (x,) adalah

barisan konvergen.
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Teorema Akibat B.12.5: Jika X := (x,)) adalah barisan kontraktif

dengan C konstan; 0 < C < 1, dan jika x* == lim X, maka

n-1

() Ix—x,<=

1-C |x2 - xll;

. C
(") |X*_xn| S;lxn_xn—ll-

Bukfti:

n-1

Dari bukti sebelumnya, jika m > n, maka |x,, — x,| < (C ) |, — x4].

(1-0)

Jika dimisalkan m — oo dalam ketidaksamaan ini, diperoleh (i) yaitu:
n-1
1-¢C 2 — x|

Untuk membukftikan (ii), ingat bahwa jika m > n, maka

|X* - xn' <

Ixm - xn' < |xm - xm—ll + -+ |xn+1 - xnl-
Karena sudah mapan, menggunakan Induksi, bahwa
|xn+k - xn+k—1| < Ck|xn - xn—1|:
Dapat disimpulkan,

1%, — %, S (C™ ™+ -+ C%2+ C)|xy, — X1

< m |2, — %1l

sekarang jika dimisalkan m — oo maka ketidaksamaan ini akan

menjadi (ii) yaitu:

|x* - xnl < |xn — Xn-1

1-C

. Contoh-Contoh

Contoh C.12.1:

(a) Barisan (1/n) adalah barisan Cauchy.



174 | Bab XII Barisan Cauchy

Jika diberikan e > 0, selanjutnya dipilih sebuah bilangan asli H =
H(e) sedemikian rupa sehingga H > ¢/2. Kemudian jika m,n > H,
maka 1/n <1 /H < ¢/2, demikian juga 1/m < /2. Oleh karena itu,

dapat disimpulkan bahwa jika m,n = H, maka

|1 1 < 1 4 1 < € 4 g
nomlTn T m 272" ¢
Karena ¢ > 0 adalah sebarang, dapat disimpulkan bahwa (1/n) adalah

barisan Cauchy.

(b) Barisan (1 + (—1)™) bukan barisan Cauchy

Negasi dari definisi barisan Cauchy adalah: terdapat ¢, >0
sehingga untuk setiap H ada paling sedikit satu n > H dan ada paling
sedikit satu m > H sedemikian hingga |x, — x,,| = . Untuk suku-
suku x,:=1+ (—=1)". Perhatikan bahwa jika n genap, maka x, = 2
dan x,,, = 0. Jika diambil &, = 2, maka untuk setiap H kita dapat
memilih bilangan genap n > H dan misalkan m =n+1 untuk

mendapatkan
|y — X1l =2 = &

Dapat disimpulkan bahwa (x,,) bukan barisan Cauchy.

Catatan: Disini ditekankan bahwa untuk membuktikan barisan (x,,)
adalah barisan Cauchy, tidak dapat mengasumsikan hubungan antara
m dan n, karena ketidaksamaan yang diperlukan |x,, — x,,| < € harus
berlaku untuk semua n,m = H(e) . Tetapi untuk membuktikan suatu

barisan bukanlah barisan Cauchy, dapat ditentukan hubungan antara
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n dan m selama nilai-nilai n dan m yang besar dapat dipilih sehingga
|, — x| = &. Tujuannya adalah untuk menunjukkan dengan tepat
bahwa barisan Cauchy adalah barisan konvergen. Pertama kali

membuktikan bahwa barisan konvergen adalah barisan Cauchy.

Contoh C.12.2:

(a) Misalkan X = (x,,) didefinisikan oleh

x;:=1,x, =2,danx,: = %(xn_2 + x,_1) Untukn > 2.

Hal ini dapat ditunjukkan oleh Induksi yang 1 < x,, < 2 untuk semua
n € N. Beberapa perhitungan menunjukkan bahwa barisan X tidak
monoton. Namun, karena suku-suku itu dibentuk oleh rata-rata dua

suku sebelumnya, itu mudah dilihat

|2, — Xptqt| = o1 untukn € N
(Buktikan ini dengan Induksi)
Jadi, jika m > n, kita dapat menggunakan ketidaksamaan segitiga

untuk mendapatkan

|t = x| < 120 = Xpaa| + |Xns1 + Xl + o+ [xXnq + 200

1 1 1
=ittt tons

1 ( 14 1 N 1 1
~ on-1 2 ot zm—n—l) < n-2
Jika, diberikan € > 0, dan n dipilih besar sedemikian sehingga

1/2" < &/4 dan jika m = n, maka |x, — x,,| < €.
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Oleh karena itu, X adalah barisan Cauchy di R. Dengan
kriteria kekonvergenan Cauchy B.12.3 dapat disimpulkan bahwa
barisan X konvergen ke x.

Untuk mengevaluasi limitnya adalah x, pertama kali diuji dengan
memasukkan ke relasi x, = i(xn_1 + x,_,) untuk menyimpulkan
bahwa x harus memenuhi relasi x = %(x + x), dengan benar, tetapi
metode ini tidak informatif. Maka kita harus mencoba metode yang
lain.

Karena X konvergen ke x, begitu pula subbarisan X’ dengan indeks

ganjil. Dengan Induksi, dapat diperlihatkan bahwa

1 1 1
X2n+1 == 1+§+?+"'+22n_1
—1+2+<1 1)
-3 4n

Sehingga diperoleh bahwa x = limX = limX' =142 =2,
3 3

(b) Misalkan Y = (y,) barisan bilangan real yang diberikan

oleh,

111 101 (—1)"*1
TR T T A TR TR

n ottt T
Jelas, Y bukan barisan monoton.

A

Namun, jika m > n, maka

B (_1)n+2 (_1)n+3 (_1)m+1
M mr D w2 T T m

Ym —

Karena 2"~ < r! (lihat [13]), artinya jika m > n, maka

1 1 1

— S _I_ +---+_
m =l < o Y ml
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1 1 1 1

= ﬁ + 2n+1 Tt 2m—1 < 2n—1

Oleh karena itu, mengingat bahwa (y,,) adalah barisan Cauchy.
Barisan tersebut konvergen dengan limit y. Pada saat ini y tidak
dapat dievaluasi secara langsung: Namun, melalui limit (sehubungan
dengan m) dalam ketidaksamaan di atas, didapatkan

Iy, —yl < 12"
Sekarang dapat menghitung y dengan ketepatan yang diinginkan,
dengan menghitung suku y, untuk n cukup besar. Pembaca harus
melakukan ini dan menunjukkan bahwa y kira-kira sama dengan

0.632 120 559. (Nilai eksak dari y adalah 1 — 1/e.)

(c) Barisan selanjutnya G + % + -+ %) divergen.

Misalkan H: = (h,) menjadi barisan yang ditentukan oleh
hu:=z+>++-untukn € N

yang mana dalam Contoh 10.2(b). Jika m > n, maka

1 1
R

hm_h":n+1 m

Karena setiap suku-suku m — n ini melebihi 1/m, maka

(m-n) _

1—

hy — by, > -,
Khususnya, jika m = 2n kita memiliki hy, — h, > % Ini menunjukkan
bahwa H bukan barisan Cauchy: oleh karena itu H bukan merupakan
deret konvergen. (kasus semacam ini akan diperkenalkan di bab xiv,

baru saja dibuktikan bahwa “deret harmonik” Z;‘{;l% divergen.)
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Contoh C.12.3:
Barisan pecahan x, = f,/fy+1 di mana fi=f,=1dan f,., =f, +
fn-1. (f,, barisan Fibonacci Lihat Contoh C.8.1(e))

Beberapa suku pertama barisan tersebut adalah

_ _1 _ 2 __3 _5 d
X =1,x, = 5 X3 =3, X4 =, X5 =, dan seterusnya.

Barisan (x,) tersebut dapat dituliskan secara induktif

. . 1 .
(menggunakan relasi rekursif) oleh persamaan x,,, = . sebagai

berikut:

S e 1 1

Xn+1 = = = = .
" fn+2 fn+1+fn 1+f_n 1_I_xn
n+1

Dengan menggunakan argumen induksi dapat ditentukan is Xy <

1 untuk semua n, sehingga dengan menambahkan 1 dan mengambil
kebalikannya diperoleh ketidaksamaan 1/2 < 1/(1 + x,,) < 2/3 untuk

semua n. Kemudian dengan mengikuti berikut

_ |xn - xn—ll < z z
1+x,)1+x,_,)" 33

|Xn+1 — Xl |l — Xp_1| = 9 2t — X1l

Oleh karena itu, barisan (x,) adalah kontraktif dan akibatnya
konvergen dengan Teorema B.12.3 melalui limit x =lim(x,),
diperoleh persamaan x = :196 sehingga x memenuhi persamaan x* +

x —1=0. Menggunakan rumus penyelesaian persamaan kuadrat

memberi kita solusi positif

~1+./5
x = # = 0,618034 ...
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(1+/5)
2

Kebalikannya 1/x = = 1,618034 ... sering dilambangkan dengan

huruf Yunani ¢ dan disebut sebagai Rasio Emas dalam sejarah
geometri. Dalam teori artistik kuno para filsuf Yunani, sebuah
persegi panjang yang memiliki rasio sisi yang lebih panjang ke sisi
yang lebih pendek sebagai Rasio Emas maka persegi panjang
tersebut paling enak dipandang mata. Banyak juga yang memiliki
sifat matematika yang menarik. (Sebuah diskusi historis tentang

Rasio Emas dapat ditemukan di Wikipedia.)

Contoh C.12.4: Diketahui bahwa persamaan kubik x* —7x +2 =0
memiliki solusi antara 0dan1 dan ingin dihasikan solusi yang
mendekati solusi persamaan ini. Masalah ini bisa diselesaikan dengan
sarana prosedur iterasi sebagai berikut.

Pertama-tama ditulis ulang persamaan sebagai x = (x* + 2)/7 dan
gunakan ini untuk menentukan barisan. Kami menetapkan untuk x,
sebarang nilai antara O dan 1, dan kemudian didefinisikan

Xpy1 = %(xfl + 2)untukn € N.
Karena 0 <x; <1, berarti 0 <x,<1 untuk semua n€N.

(Mengapa?) Selain itu, diketahui
1 3 1 3 1 3 3
|xn+2 - xn+1| = ;(xn+1 + 2) - ;(xn + 2) = ? |(xn+1 - xn)l
= ; |x7%+1 + Xn+1Xn + xrzlllxn+1 - xnl < ; |xn+1 - xnl-

Oleh karena itu, (x,) adalah barisan kontraktif dan karenanya ada r

sedemikian hingga lim(x,) = r.
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Jika dimasukkan limit kedua sisi kesamaanx,,; = (x3 +2)/7,
diperoleh r = (r*+2)/7 dan karenanya r*—7r+2=0. Jadi r
adalah solusi dari persamaan.

Nilai r dapat diperkirakan dengan memilih x;, dan menghitung x,, xs,
... berturut-turut. Sebagai contoh, jika diambil x; = 0,5, diperoleh

(ke sembilan tempat desimal):

x, = 0,303571429, x3 = 0,289710830
x, = 0,289188016, x5 = 0,289169244
x¢ = 0,289168571, etc.

Untuk memperkirakan akurasi, kami mencatat bahwa |x, — x;| < 0.2.
Dengan demikian, setelah n langkah-langkahnya mengikuti
teorema Akibat B.12.5 (ii) meyakinkan bahwa |x* — x,| < 3" 1(7"2 -
20).
Jadi, ketikan = 6, diperoleh hasil

|x* — x¢| < 35(7%-20) = 243/48 020 < 0,0051.
Sebenarnya pendekatan secara substansial lebih baik dari ini.
Bahkan, kenyataanya |x¢ — xs| < 0,0000005, itu  menurut
teorema Akibat B.12.5 (ii) bahwa

" = x| < 2 |xg — x5] < 0,0000004.

Oleh karena itu lima tempat desimal pertama dari x4 sudah benar.
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D. Latihan 12

1. Berikan contoh barisan terbatas yang bukan barisan Cauchy.

2. Tunjukkan secara langsung dari definisi bahwa berikut ini
adalah barisan Cauchy.

@ (7). @ gty

3.  Tunjukkan langsung dari definisi bahwa berikut ini bukan
barisan Cauchy.

(a) ((=1)™, b) (n+E2), (c) (inn)

4.  Tunjukkan langsung dari definisi bahwa jika (x,) dan (y,)
adalah barisan Cauchy, maka (x,, + y,,) dan (x,y,) adalah barisan
Cauchy.

5. Jika x, = v/n, tunjukkan bahwa (x,,) memenuhi lim|x,.; — x, | =
0, tetapi itu bukan merupakan barisan Cauchy.

6. Misalkan p adalah bilangan asli yang diketahui. Berikan contoh
barisan (x,) yang bukan barisan Cauchy, tetapi memenuhi
[ — 2 | = 0

7. Misalkan (x,) menjadi barisan Cauchy sehingga x, adalah
bilangan bulat untuk setiap n € N. Tunjukkan bahwa (x,) pada
akhirnya konstan.

8.  Tunjukkan secara langsung bahwa, barisan terbatas, monoton
increasing adalah barisan Cauchy.

9. Jika 0 <r <1 dan |x,4; —x,| <r™ untuk semua n€N,

tunjukkan bahwa (x,) adalah barisan Cauchy.
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10.

11.

12.

13.

14.

Jika x; < x, adalah sebarang bilangan real dan x,, := i(xn_2 +
X,_1) untuk n > 2, tunjukkan bahwa (x,) adalah konvergen.
Berapa batasnya?

Jika y, <y, adalah sebarang bilangan real dan y, = iyn_l +
g Yn-2 untuk n > 2, tunjukkan bahwa (y,) adalah konvergen.
Berapa limitnya?

Jika x; > 0dan x,,1 = (2 + x,) "' untuk n > 1, tunjukkan bahwa
(x,) adalah barisan kontraktif. Temukan limitnya.

Jika x; =2 dan x,,; =2 +xi untuk n =1, tunjukkan bahwa

n

(x,) adalah barisan kontraktif. Apakah barisan tersebut
memiliki limit?

Persamaan polinomial x* —5x + 1 = 0 memiliki akar r dengan
0 <r<1. Gunakan barisan kontraktif yang tepat untuk

menghitung r dalam 107*.
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BAB XIII
BARISAN DIVERGEN SEJATI

Pada bab ini diberikan beberapa sifat dari suatu barisan bilangan
real (x,) yang mendekati atau menuju ke =oo vyaitu lim(x,) =
400 dan lim(x,) = —oo0 . Ingat bahwa barisan divergen adalah barisan
yang tidak konvergen.

A. Definisi dan Terminologi

Definisi A.13.1: 3.6.1. Diberikan barisan bilangan real (x,) .

(i) Barisan (x,) dikatakan mendekati +oo, ditulis lim(x,) = 4+,
Jjika untuk setiap a € R terdapat K(a) € N sedemikian hingga
jikan = K(a), maka x,, > « .

(ii) Barisan (x,) dikatakan mendekati —oo, ditulis lim(x,) = —oo,
Jika untuk setiap f € R terdapat K(f) € N sedemikian hingga
jikan = K(B), maka x, < f8 .

Barisan (x,) dikatakan divergen sejati jika lim(x,) = +c0 atau

lim(x,) = —oo.

B . Beberapa Teorema
Barisan monoton sangat sederhana dalam hal konvergensi mereka.
Kita telah melihat dalam teorema konvergensi monoton B.10.1
bahwa barisan monoton adalah konvergen jika dan hanya jika

terbatas.
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Teorema B.13.1:  Barisan bilangan real monoton merupakan
barisan divergen sejati jika dan hanya jika barisannya tidak
terbatas.

() Jika (x,) barisan increasing tak terbatas, maka lim(x,) = +oo .

(i) Jika (x,) barisan decreasing tak terbatas lim(x,) = —

Bukti:

(i) Misalkan (x,) barisan increasing. Jika (x,) terbatas, maka
(x,) konvergen. Jika (x,)tidak terbatas, maka untuk
sebarang @ € R terdapat n(a) € N sedemikian hingga a < x;(4).
Tetapi karena (x,) increasing diperoleh a < x,, untuk semua
n>n(a). Karena a sebarang, maka diperoleh bahwa
lim(x,) = 4o .

(ii) Bukti hampir sama dengan (a).

Teorema B.13.2: Diberikan barisan bilangan real (x,) dan

(yn) dengan x, <y, untuk semuan € N.

(i) Jika lim(x,) = +o, maka lim(y,) = +oo .

(i) Jika lim(y,) = —, maka lim(x,) = —

Bukfti:

(i) Jika lim(x,) = + dan jika diberikan « € R maka terdapat
K(a) € N sedemikian hingga jika n > K(a), maka a <x, .
Karena diketahui x, <y, untuk semua n € N, maka a < y,
untuk semua n > K(a). Karena « sebarang, maka lim(y,) =

+oo .
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(i) Bukti hampir sama dengan (a).
Teorema B.13.3: Misalkan (x,) dan (y,) adalah barisan bilangan

real positif dan untuk suatu L € R,L > 0 diketahui

Maka lim(x,) = +oo jika dan hanya jika lim(y,) = +o .
Bukti:
Diketahui lim C—:) =L artinya terdapat K ¢ N sedemikian hingga

untuk setiap n > K berlaku

1 X, 3
—-L<—<-=L.
2 Vo 2

Oleh karena itu diperoleh GL) Vo < Xy < G L) y, untuk semua n >

K. Sehingga menggunakan teorema B.13.2, teorema

terbukti.

C . Contoh-Contoh
Contoh C.13.1:
(a) lim(n) =+oo,
Faktanya, jika @ € R diberikan, maka terdapat bilangan asli K (@)

sedemikian hingga jika n > K (), maka x,, > @ ataun > «

(b) lim(n?) =+eo.
Jika K (a) adalah bilangan asli seperti K () > a, dan jika n = K(«)

maka kita memiliki n? > n > a.
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(c) Jika c > 1, maka lim(c™) = +oo,

Misalkan =1+ b , dimana b > 0. Jika a € R, misalkan K (a) menjadi
bilangan asli sehingga K () >% . Jika n = K(a) itu mengikuti dari
Ketidaksamaan Bernoulli sebagai berikut

c"=1+b)"=214+nb>1+a>a.

Oleh karena itu lim(c™) = +eo,

D. Latihan 13

1. Tunjukkan bahwa jika (x,) barisan tak terbatas, maka (x,)
memuat subbarisan yang divergen sejati.

2. Berikan contoh pada barisan yang divergen (x,) dan
() dengan (y,) # 0 untuk semua n € N sehingga:
(a) (;—:) konvergen,
(b) (’;—Z) divergen

3.  Tunjukkan bahwa jika x,, > 0 untuk semua n € N, maka
lim(x,) = 0. jika dan hanya jika lim (i) = o0,

4. Tentukan apakah barisan berikut ini

divergen sejati.

(@) (Vn) (b) (Vn+1)
(©) (Vn—1) © ()

5. Apakah barisan (n sin n) divergen sejati?
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Diberikan (x,) barisan divergen sejati dan diberikan (y,)
sedemikian hingga lim(x,y,) € R. Tunjukkan bahwa (y,)
konvergen ke O.

Biarkan (x,) dan (y,,) barisan bilangan positif sedemikian
hingga lim (;) =0.

(@) Tunjukkan bahwa jika lim(x,) = +o, maka lim(y,) = +oo,
(b)  Tunjukkan bahwa jika (y,) terbatas, maka lim(x,) = 0.

Selidiki apakah barisan berikut ini konvergen atau divergen.

(@ (W+2) © ()
(b) (@) (d) (sinvn)

Biarkan (x,) dan (y,,) menjadi barisan bilangan positif seperti
llm(;) = 400,
(@) Tunjukkan bahwa jika lim(y,) = +o, maka lim(x,) =
+o00
(b)  Tunjukkan bahwa jika (x,) terbatas, maka lim(y,) =0
Tunjukkan bahwa jika lim (%) =L, dimana L > 0, maka

lim(a,) = +oo.
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(blank)
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BAB XIV
DERET TAKHINGGA

Berikut ini diberikan pengenalan sekelumit tentang konsep deret tak
berhingga dari bilangan real.
A. Definisi dan Terminologi
Definisi A.14.1: Jika X := (x,) barisan di R, maka deret tak
berhingga (cukup disebut deret) yang dibentuk oleh X adalah
barisan S := (sx) yang didefinisikan dengan
S1 = Xq

S, == 8; + X, (=x1 +xy)
Sk = Sk-1 + x, (= X1+ x, + -+ xk)

x, disebut dengan suku-suku dari deret, dan s, disebut jumlahan
parsial (partial sum). Jika limS ada, maka deret S dikatakan
konvergen dan nilai limitnya adalah hasil dari jumlahan deret. Jika
limitnya tidak ada, maka dikatakan deret S divergen.

Deret tak berhingga S yang dibangun oleh barisan X := (x,)
disimbolkan dengan

[ee)
Z(xn) atau an atau an

n=1

Selanjutnya, diberikan kondisi-kondisi yang dapat memberikan

Jjaminan bahwa suatu deret itu konvergen.
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B. Beberapa Teorema
Teorema B.14.1: (uji suku ke —n) Jika deret Y x, konvergen,
maka lim(x,) = 0.
Bukti: Menggunakan Definisi A.14.1, }, x,, konvergen apabila lim(s;)

ada. Karena x,, = s, — s,,_; maka lim(x,,) = lim (s,) —lims,,_; =0 .

Teorema B.14.2:(Kriteria Cauchy) Deret ), x,, konvergen jika dan
hanya jika untuk setiap € >0 terdapat M(e) € N sedemikian
hingga jika m > n = M(g), maka

ISm = Snl = %41 + Xpg2 + -+ x| <€

Teorema B.14.3: Misalkan (x,) barisan bilangan real nonnegatif.
Maka deret } x, konvergen jika dan hanya jika barisan S = (s;)

dari jumlahan parsialnya terbatas.Dalam hal ini,

e}

x, = lim(s,) = sup{sy: k € N} .
1

n=

Bukti:

Karena x, >0, maka barisan jumlahan parsial S increasing monoton,
yaitu

SISy S S5 S e

Menggunakan teorema B.10.1, barisan S = (s;) konvergen jika dan

hanya jika barisannya terbatas, dalam hal ini limitnya sama dengan

sup {Si} .
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Teorema B.14.4: (uji perbandingan) Diberikan barisan bilangan
real X :=(x,)danY = (y,) dan misalkan untuk suatu K €N
berlaku 0 < x,, <y, untuk n >K.

(i) Jika Yy, konvergen, maka x,, konvergen.

(ii) Jika X x, divergen, makaY y, divergen.

Bukfti:

(i) Misalkan Xy, konvergen. Diberikan >0 dan M(e) e
N sedemikian hingga jika m >n > M(g), maka y,q + -+, < &
Jika m > max {K, M(¢)}, maka diperoleh bahwa

0<xpp1+ "+ x, <Vt +y,<eg,
yang berakibat bahwa }; x,, konvergen.

(i) Menggunakan kontraposisi dari (a), maka teorema terbukfi.

Teorema B.14.5: (Ujiperbandingan limit) Misalkan X := (x,)

barisan increasing positif strictly dan misalkan limit berikut ada

. xn
r = lim (—)
Yn

(i) Jika r #0, maka} x, konvergen jika dan hanya jika Xy,

dalam R, yaitu

konvergen
(i) Jikar =0, maka Yy, konvergen jika dan hanya jika X x,
konvergen.

Bukfti:
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(i) Diketahui r:= lim(x—") dari soal latihan 8(no.18), maka

Yn

terdapat K € N sedemikian hingga untuk n > K berlaku >r <

;—" < 2r, sehingga diperoleh

(%r) Vo < X, < (21)y,.
Menggunakan uji perbandingan B.144 dua kali, maka
pernyataan (a) terbukti.

(ii) Jika r = 0 maka terdapat K € N sedemikian hingga untuk n >
K berlaku0 < x, <7y, .

Menggunakan teorema B.14.5(a), maka pernyataan (b)

terbukti.

C. Contoh-Contoh
Contoh C.14.1
(a) Diberikan barisan X := () * denganr e R yang membangun
deret:

Zr" =1+r+ri+-+ri4..
n=0
Akan ditunjukkan bahwa jika || « 1 maka deret ini konvergen

1
a-r):

ke
Misalkan s, = 14+r+r*+--+r>+-- untuk =20 , dan jika s,
dikalikan dengan r dan mengurangkan hasilnya dari s,, maka

diperoleh,

s,(1—71)=1-—rnt1
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Dengan demikian,

1 | |,r.|n+1
1—rl— |1-—r]

Sp —
Karena [r|**' -0 saat |r| <1, maka deret geometri Yo 7"

konvergen ke ﬁ saat |r| <1

(b)  Tinjaulah hasil dari ((_1yn) =

DT = (H1) + (C1) + (1) + (1) 4
n=0

Ini mudah dilihat (dengan Induksi Matematika) s, = 1 jika n >0
adalah genap dan s, = 0 jika n ganjil;

oleh karena itu, deret dari jumlah parsial adalah (1,0,1,0,..). Karena
barisan ini tidak konvergen, berarti deret Y;_,(—1)" adalah

divergen.

(c) Tinjaulah deret

Zn 1n(n+1):§+ s T _+

Mengingaft, =

1 1
k(k+1) kK k+1

Oleh karena itu, jumlah suku-suku dari k = 1 ke k = n didapat

n+1

Dimana s,, — 1. Oleh karena itu deret Yoo, —— konver'gen ke 1.

(
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Contoh C.14 2:

(a) Deret geometrik (Contoh C.14.1) divergen jika |r| = 1.

Ini merupakan fakta bahwa r™ tidak mendekati O karena Ir| = 1.

(b) Deret Harmonik Z;’{;l% divergen.

Karena suku 1/n — 0 tidak dapat menggunakan Teorema B.14.1
(uji suku ke — n) berarti divergen. Namun, itu terlihat pada Contoh
C.10.2(b) dan C.12.2(c) bahwa deret (s,) tidak terbatas. Oleh karena
itu teorema B.14.3 bahwa harmonik divergen. Contoh C.10.2(b) dan

juga bisa untuk berbagai bukti divergensinya.

S = 1+1+1+1+1+1 + .t
= ( 2) (3 4) (5 6) (Zn—l 2n

1 1 1 1 1 1 1 1
> (E+ E)+(Z+ Z)+(g+ g)+ I SRR (;-l_ ;) + ..
:1+1+1+...+l+...: S
2 3 n
Kontradiksi S >S menunjukkan asumsi konvergensi harmonik

menyimpang.

(c) 2~ Deret Z;’l"zliz konvergen
n

Karena jumlahan parsialnya monoton, maka cukup ditunjukkan
bahwa subbarisan (s;) terbatas.

Jika k; ==2'—1=1, maka s, = 1.Jikak, :=2?—-1=3 , maka

1 1 1 2 1
Sk, :I+<?+§)<1+2_2:1+§,

dan jika k; := 23 — 1 = 7, maka diperoleh
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1 1 1 1 4 1 1
Sky = Sk, (E-I_?-I_?-I_ﬁ) < Sk, +E< 1+§+?.
Menggunakan induksi matematika, diperoleh bahwa jika k; :== 2/ — 1,

maka

1 /1\? 1y/71
O<Skj<1+§+(§> ++(§) .

Karena ruas kanan merupakan jumlahan parsial dari deret geometri

: 1 o 1
dengan r = i maka lim(s,) = =) = 2. Jadi deret 2n=1n—2 konvergen-
2

(d) p-—deret Z;’f:lnip konvergen untuk p > 1.

Karena argumennya sangat mirip dengan kasus khusus yang (c).
Jika k; := 21 —1=1, maka sx; = 1. Jika k,:= 22—-1 =3, maka
2P < 3P,
1 1 1 1 1
Spo = 1—p+(2—p+ 3—p)<1+ 2—p=1+ e

Lebih lanjut, jika k3 := 23 — 1, maka (bagaimana?) Terlihat bahwa

Skz < Sk2 4% <1+ 2p1_1 + 4p1_1.

Akhirnya r:= 1/2P7'; maka p > 1 memiliki 0 <r < 1,
Menggunakan Induksi Matematika, dapat ditunjukkan bahwa jika

k; := 2P — 1, maka :

0 <spj<l+r+ri+.-rit< =

1-r°
Oleh karena itu, teorema B.14.3 mengimplikasikan bahwa p — deret

konvergen ketikap > 1.
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(e) Z;’f;lnip divergen 0 < p <1.
Digunakan ketidaksamaan dasar n? <n bilan€ Ndan0 <p <1.

1 1
— < — untuk n€ N.
n nP

Karena jumlah parsial dari harmonik tidak terbatas, ketidaksamaan
ini menunjukkan bahwa jumlah parsial p —deret tidak tferbatas
ketika 0 < p < 1.Oleh karena itu p — deret divergen untuk nilai-nilai

ini dari p.

Contoh C.14.3: Deret y~ _L_ konvergen.
T on24n

Diketahui ketaksamaan berikut benar

L <1 untukn € N.

n2+n ~ n?

0<

Karena telah diketahui bahwa deret Z;’{;l% konvergen, maka
menggunakan uji perbandingan limit B.14.5 diperoleh bahwa deret

1
® konvergen.

nZ+4n

Contoh C.14 .4
(a) Z;’f’zlﬁ konvergen
Jelas bahwa ketidaksamaan

0 < — <= untuk n € N adalah

nZ+n n2

benar
Maka )1 /n? adalah konvergen (oleh Contoh C.14.2), kita dapat
menerapkan  uji perbandingan limit B.14.5 untuk  mendapatkan

konvergensi yang diberikan.
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(b) Z;’f;lﬁ adalah konvergen

Jika ketidaksamaan

L L (14.1)

nZ-n+1 n2

benar, maka bisa didiskusikan seperti pada (a).
Namun, (14.1) salah untuk semua n € N. Pembaca mungkin bisa
menunjukkan ketidaksamaan itu.

0< —+_< 2

nZ-n+1 ~— n?

berlaku untuk semua n € N, dan ketidaksamaan ini juga akan
berfungsi. Namun, mungkin diperlukan beberapa eksperimen untuk
memikirkan  ketidaksamaan semacam itfu dan  kemudian
membangunnya. Sebaliknya, jika kita mengambil x, = 1/(n* —n+ 1)
dan y, = 1/n? maka dihasilkan

Xn n? 1

yn  n2-n+1  1—(1/n)+(1/n2) -

Oleh karena itu, konvergensi dari deret yang diberikan mengikuti
uji perbandingan limit B. 14.5(a).
. 1 .
(c) Deret anlﬁ adalah divergen.
Deret ) 1/vn merupakan p — deret dengan p = % contoh C.14.2(e)

adalah divergen. Jika x,, == 1/v/n + 1 dan y, := 1/v/n memiliki:
Xn _ Vn 1

yo = Vmri o Jiem b
Oleh karena itu, uji perbandingan limit B. 14.5(a) berlaku.

(d) Deret Z;‘j;l% adalah konvergen.
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Adalah mungkin untuk membangun konvergensi ini dengan
menunjukkan (Induksi matematika) bahwa n? < n! untuk n > 4.

0< — < untukn > 4.

Jika x := 1/n! dan y,: = 1/n* maka n = 4

2 1
O< =T = < — 0.
Vn n! 1.2...(n—-1) n-2

Oleh karena itu, uji perbandingan limit B. 14.5(b) berlaku. (Perhatikan

bahwa uji ini agak merepotkan untuk diterapkan karena kita saat ini

tidak mengetahui konvergensi dari setiap deret yang mana
limit (x,/y,) sangat mudah untuk ditentukan.)
D. Latihan 14

1. Misalkan Y a, mempunyai deret dan } b, merupakan deret
dimana suku-sukunya sama dan dalam urutan yang sama seperti
Y. a, kecuali bahwa suku dari a, = 0. Tunjukkan bahwa } a,
kovergen ke A jika dan hanya jika }; b, konvergen ke A.

2. Tunjukkan bahwa konvergensi suatu deret tidak terpengaruh
dengan mengubah sejumlah terhingga suku-sukunya. (Tentu
saja, nilai dari jumlah tersebut dapat diubah)

3.  Dengan menggunakan pecahan parsial, tunjukkan bahwa

oo 1 —
(G) Zn:O (n+1)(n+2) =1

© 1 _1 ..
(b) Zn:O (a+n)(a+n+1) « >0 JIkG >0

1

©) Yoo =

1
n(1+n)(n+2) T4

4. Jika X x, dan Yy, kovergen maka Y.(x, + y,) adalah kovergen.
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Dapatkah anda memberikan contoh dari deret konvergen ) x,
dan divergen Yy, sedemikian hingga Y(x,+y,) adalah
kovergen? Jelaskan!

(a) hitunglah nilai dari ¥;-,(2/7)" (Perhatikan deret dimulai
padan = 2.)

(b) hitunglah nilai dari Y3_,(1/3)*" (Perhatikan deret dimulai
padan = 1.)

Temukan rumus untuk deret Y, r?® ketika |r| < 1.

Misalkan ry,r; ....r, .. adalah penghitungan bilangan rasional
dalam interval [0,1]. (Lihat [13]) Untuk tfertentu ¢ > 0, beri
interval panjang €" tentang bilangan rasional r, untuk n=
1,2,3... dan tentukan jumlah total panjang semua Interval,
evaluasi angka ini untuk € = 0.1 dan € = 0.01.

(a) Tunjukkan bahwa deret Y., cosn adalah divergen

(b) tunjukkan bahwa deret Y,;°_;(cos n)/n? adalah konvergen

Gunakan argumen yang mirip dengan yang ada pada Contoh

C.14.3 (f) untuk menunjukkan bahwa deret Z;’{;l(_jﬁ)n adalah

konvergen

Jika Y,a, dengan a, > 0 adalah konvergen, maka ; a,* selalu
konvergen? Entah membuktikannya atau memberikan sebuah
contoh penyangkal.

Jika Y;a, dengan a, > 0 adalah konvergen maka }:+/a, selalu
konvergen? Entah membuktikannya atau memberikan sebuah

tandingan.
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13.

14,

15.

16.

17.

18.

Jika Y a, dengan a, > 0 adalah konvergen maka ,/a,,_;; selalu

konvergen? Entah membuktikannya atau memberikan sebuah
contoh penyangkal.

Jika Y. a,, dengan a, > 0 adalah konvergen dan jika b, := (a; +
-4 a,/n untuk n € N maka tunjukkan bahwa, Y. b, selalu
divergen.

Misalkan }.;>;a(n) sedemikian hingga (a(n)) adalah barisan
decreasing dari bilangan strictly positif. Jika s (n) menyatakan
jumlah parsial n, tunjukkan (dengan mengelompokkan suku
dalam s (2") dalam dua cara berbeda) bahwa %(a(l)) +2a(2) +
o4 2Ma(2M) <s(2M) < (a(1) +2a(2) + -+ 20 ta(22) +
a(2™). Gunakan ketidaksamaan ini untuk menunjukkan bahwa
Y-y a(n) konvergen jika dan hanya jika Y5>, 2" a(2™) konvergen.
Hasil ini seringkali disebut uji kondensasi cauchy; uji ini sangat
kuat.

Gunakan uji kondensasi cauchy untuk membahas p-deret

Y ,(1/n") untuk p > 0.
Gunakan uji kondensasi cauchy untuk menetapkan divergensi

deret berikut:

(G) Z nljl n
1
(b) Z n (In n)(In In n)
1

(C) Z n (Inn) (In In n)(In In In n)
Tunjukkan bahwa jika ¢ > 1, maka deret berikut ini konvergen:

1
(G) 2 n(In n)¢
b) T—0

n(In n)(In In n)¢



[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]
[8]

[9]

[10]

[11]
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Pengantar analisis real

Buku ini salah satu dari buku analisis matematika yang diberi judul
pengantar analisis real.

Bagian pertama: dimulai dari sistem bilangan real yang diawali dengan
aksioma kesamaan, aksioma field, memunculkan ketidaksamaan dari
aksioma urutan, menurunkan sifat kepadatan dari aksioma kelengkapan.
Serta beberapa konsep topologi bilangan real diantaranya dekat dengan,
neighborhood, batas atas, batas bawah suatu himpunan.

Bagian kedua: dimulai dari diklasifikasi barisan bilangan real menurut
eksistensi batasnya, arah kecenderungannya, kedudukan antar anggotanya,
serta sifat khusus lainnya, meliputi: barisan dan limit barisan,
kekonvergenan, barisan monoton, sub-barisan dan teorema Bolzano-
Weierstrass, barisan Cauchy, barisan divergen sejati dan pengantar deret

takhingga.
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